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PRÉFACE. 


L'Ouvrage  que  nous  offrons  ici  au  public  a  pour  but  de 
combler  une  lacune  singulière. 

Il  n'existe,  en  effet,  aucun  Traité  moderne,  français,  de  la 
Théorie  des  nombres. 

El  cependant,  tout  le  monde  sait  l'extrême  importance  de 
cette  Théorie,  base  de  toutes  les  Mathématiques,  et  don!  il 
faut  absolument  connaître  les  principaux  résultats  pour  en- 
treprendre une  recherche  d'ordre  tant  soit  peu  élevé. 

Qu'il  nous  suffise  de  dire  qu'en  Allemagne  il  existe  plu- 
sieurs Traités  de  la  Théorie  des  nombres  :  l'Ouvrage  de 
Lejeune-Dirichlet,  revu  par  Dedekind;  celui  de  Tchéby- 
scheff,  traduit  par  Schapira  :  l'Ouvrage  plus  récent  de 
M.  Bachmann,  etc. 

La  première  difficulté  qu'éprouve  l'auteur  d'une  Théorie 
des  nombres,  c'est  de  délimiter  son  sujet.  Qu'est-ce,  en  effet, 
que  la  Théorie  des  nombres? 

Il  semble  d'abord  que  ce  soit  tout  simplement  la  Théorie 
d(  -  nombres  entiers.  Mais  cette  définition  est  trop  vaste.  En 
effet,  la  notion  de  nombre  entier  suffit  pour  donner  la  dé- 
finition des  nombres  fractionnaires  et  incommensurables. 
D'autre  part,  le  nombre  servant  de  base  à  toute  l'Analyse, 
et  même  à  la  Géométrie  et  à  la  Mécanique  rationnelle,  qui 
ne  sont,  à  un  certain  point  de  vue,  que  des  représentations 
conformes  de  l'espace  et  du  temps  sur  le  nombre,  il  résulte- 
rait de  la  définition  précédente,  que  la  Théorie  des  nombres 
comprendrait  toutes  les  Mathématiques.  Il  faut  donc  se  res- 
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treindre  el  dire  que  ta  I  héorie  des  aombres  est  La  Théorie 
des  nombres  entiers,  en  tant  seulement  qu'ils  sont  entiers. 

Mais  il  est  <\  ident  alors  que  la  Théorie  des  nombres  frac- 
tionnaires ou  m'- mensurables,  en  tant  qu'ils  sont  fraction 

naires  ou  incommensurables,  esl  étroitement  liée  à  la  pré- 
cédente. En  fait,  il  est  pratiquement  impossible  d'étudier 
l'une  de  ces  Théories  indépendamment  des  deux  autres.  Par 
exemple,  les  problèmes  d1  analyse  indéterminée  du  premier 
degré,  problèmes  dans  lesquels  les  données  et  les  inconnues 
sont  des  nombres  entiers,  se  traitent  par  le  développement 
en  fraction  continue  d'un  nombre  fractionnaire.  Les  pro- 
blèmes  d1  analyse  indéterminée  du  second  degré,  dans 
lesquels  les  données  el  les  inconnues  soni  aussi  <.\c>  nombres 
entiers,  se  traitent  par  le  développement  en  fraction  continue 
d'un  nombre  incommensurable. 

En  résumé,  la  Théorie  des  nombres  étudie  les  propriétés 
des  nombres,  en  tant  que  ces  nombres  sont  entiers,  frac- 
tionnaires ou  incommensurables;  «'lie  cherchée  distinguer 
ces  nombres,  à  les  classer,  à  étudier  leurs  propriétés  parti- 
culières; mais  les  propriétés  qui  appartiennent  à  tous  les 
nombres,  par  exemple  celles  qui  constituent  le  calcul  algé- 
brique el  toutes  ses  conséquences,  échappent  à  La  Théorie 
des  nombres. 

Notre  Ouvrage  contient  d'abord  les  matières  suivantes  : 
Premières  propriétés  des  nombres  entiers;  Nombres  frac- 
tionnaires; Fractions  continues;  Congruences;  Restes 
quadratiques  ;  Sombres  incommensurables;  (  Classification 
des  nombres  incommensurables;  Formes  quadratiques 
binaires;  Ina/yse  indéterminée  du  premier  el  (lu  second 
degré. 

Il  contient,  de  plus,  sous  forme  de  Notes,  l'exposé  de 
quelques  questions  particulièrement  importantes  ou  inté- 
ressantes, el  qui  ne  rentrenl  poinl  dans  Le  cadre  précédent. 

Parmi  Les  principales,  citons:  Compléments  à  la  Théorie 
des  nombres  premiers  ;  Décomposition  des  grands  nombres 


en  fadeurs  premiers;  Calcul  des  racines  primitives; 
Fonctions  numériques:  Vombres  imaginaires  de  Gauss; 
Nombres  imaginaires  quadratiques  en  général. 

Telles  sont  les  matières  qui  nous  ont  paru  devoir  entrer 
dans  1rs  Éléments  de  la  Théorie  des  nombres.  Nous  réser- 
vons pour  le  Traité  plus  complet,  que  nous  aurons  peut-être 
le  plaisir  de  publier  un  jour,  les  Théories  de  la  composition 
et  du  nombre  de  classes  des  formes  quadratiques;  les  Re- 
cherches de  Riemann  sur  la  fonctionnas},  et  les  travaux 
qui  en  ont  été  la  conséquence;  la  Théorie  des  idéaux  de 
Kummer  et  Dedekind,  etc.;  toutes  matières  plus  difficiles 
que  les  précédentes  et  qui  d'ailleurs,  étant  encore  l'objet  des 
travaux  de  nombreux  géomètres,  ne  présentent  pas  ce  ca- 
ractère définitif  que  doit  avoir  un  Traité  didactique. 

D'ailleurs,  autant  que  possible,  nous  avons  mis  le  lecteur 
sur  la  voie  de  ces  questions  :  la  Théorie  des  nombres  entiers 
imaginaires  étant,  par  exemple,  une  préparation  à  celle  des 
idéaux. 

L'Ouvrage  se  termine  par  des  Tables  numériques  :  Tables 
de  nombres  premiers,  de  racines  primitives,  d'indices,  de  di- 
viseurs linéaires  de  formes  quadratiques. 

Ne  voulant  pas  allonger  inutilement,  nous  avons  passé 
rapidement  sur  les  théories  élémentaires  ou  sur  celles  dé\i>- 
loppées  dans  d'autres  Ouvrages;  par  exemple,  sur  les  pre- 
mières propriétés  des  nombres  entiers  et  sur  la  définition 
des  nombres  incommensurables.  Nous  ne  pouvions  les  passer 
complètement  sous  silence,  sans  laisser  une  lacune  dans  l'Ou- 
vrage.  Nous  avons  d'ailleurs,  en  cela,  sui\i  l'exemple  des 
plus  illustres  géomètres,  Legendre,  Lejeune-Dirichlet,  etc., 
qui,  dans  leurs  Théories  des  nombres,  n'ont  pas  jugé  indigne 
d'eux  de  commencer  au  débul  même,  à  la  définition  du 
nombre  <-n t ici*. 

Nous  avons,  dans  toutes  les  questions,  donné  des  exemples 
numériques.  Ceci  nous  semble  d'une  grande  importance.  Il 
ne  suffit  pas  de  démontrer  qu'un  nombre  existe,  il  faut  sa\<»ir 
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[e  calculer.  Par  exemple,  la  possibilité  ou  l'impossibilité 
d'une  congruence  du  second  degré  se  détermine  facilement 
par  l'emploi  des  symboles  de  Legendre  el  Jacobi;  mais  le 
problème  de  trouver  les  racines  de  cette  congruence  entraîne 
des  calculs  souvenl  pénibles. 

C'esl  '-H  nous  plaçanl  au  même  point  de  vue,  < j 1 1  < -  qous 
avons  donné  les  méthodes  par  lesquelles  on  détermine  les 
di\  iseurs  «I  un  nombre. 

Tous  ces  calculs  exigent  l'emploi  des  Tables  <|u<'  qous 
avons  placées  à  la  lin  du  \  olume. 

En  publiant  ce  Traité,  nous  avons  pensé  être  utile  à  tous 
les  étudiants  en  Mathématiques,  à  tous  ceux  qui,  ayanl  be- 
soin de  la  Théorie  des  nombres,  sonl  obligés  actuellement 
d'aller  la  chercher  dans  des  Ouvrages  étrangers  qu'ils  ne 
lisent  souvenl  que  difficilement. 

Peut-être  aussi  intéresserons-nous  ce  que  nous  appellerons 
les  mathématiciens  amateurs.  Nous  voulons  dire  ceux,  offi- 
ciers, ingénieurs,  etc.,  qui,  avant  nue  instruction  solide  el 
le  goûl  de  la  Science  mathématique,  prennent  plaisir  à  s'en 
occuper,  dans  les  loisirs  que  leur  laisse  leur  profession.  A 
ceux-là,  la  Théorie  des  nombres,  pins  difficile  peut-être,  mais 
exigeanl  moins  d'études  préalables  que  la  plupart  des  autres 
Théories  modernes,  réservera  de  grandes  jouissances. 

On  sait,  en  effet,  l'attrait  particulier  qu'exerce  celle 
Science.  L'Auteur  sérail  heureux,  s'il  parvenail  à  procurer 
.1  ceux  qui  lironl  cet  Ouvrage,  un  plaisir  égal  à  celui  qu  il 
.1  éprom é  à  le  composer. 
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CHAPITRE  I. 

RAPPEL    DES    THÉORIES    LES    PLUS    ÉLÉMENTAIRES. 


§  I.  —  Égalité  des  nombres  entiers.  Opérations.  Numération. 

1.  L'Analyse  tout  entière  repose  sur  les  notions  indéfinissables 
d'unité  et  de  nombre  entier.  La  notion  d'égalité  de  deux 
nombres  (')  est  comprise  dans  les  précédentes.  Ajoutons-y  la 
notion  de  somme  de  deux  nombres.  Enfin  admettons  que  la 
sont  me  de  deux  nombres  ne  dépend  pas  de  l'ordre  dans  lequel 
on  les  ajoute. 

2.  Mais  on  peut  de  finir  la  somme  île  plus  de  deux  nombres 
en  disant  que  c'est  le  résultai  obtenu  en  ajoutant  d'abord  les 
fleur  premiers  nombres,  puis  la  somme  obtenue  avec  le  nombre 
suivant,  et  ainsi  de  suite. 

En  particulier,  on  peut  former  tous  les  nombres,  en  ajoutanl 
l'unité  à  elle-même,  puis  encore  une  l'ois  l'unité  au  résultat,  el 
ainsi  de  suite.  Les  premiers  nombres  .hum  formés  s  appellent  un, 
deux,  trois,  quatre,  cinq,  six,  sept,  huit,  neuf,  dix  et  se  repré 
sentent  par  les  signes  suivants  : 

i.     2,      i,      i.      ">,     6,     7,     S,     9.      m. 


(')  Comme  dans  toul    ce  qui   \.i   suivre,   il    ne  s'agil   que  de  nombres  entiers, 
nous  supprimerons  l'épilhète  entier  sans  qu'il  en  résulte  'I'-  i  onfusion. 
G.  « 
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I  s  nombres  étant  formés  de  cette  façon,  toul  nombre  est  dit 
plus  grand  que  ceux  qui  ont  été  formés  avant  lui,  et  plus  petit 
que  ceux  qui  <»m  été  formés  après. 

Mous  devons  admettre  encore  un  résultai  sans  démonstration, 

ivoir  que  :  la  somme  de  trois  nombres  ne  change  pas  quand 
<>/i  change  l'ordre  des  deux  derniers. 

Nous  en  avons  fini  avec  les  notions  indé ntrables  qui  forment 

la  base  des  Mathématiques.  Tout  le  reste  s'en  déduit  par  les 
i  ègles  ordinaires  du  raisonnement 

3.  Démontrons  d'abord  le  théorjème  suivanl  :  La  somme  d'un 
nombre  quelconque  de  nombres  est  indépendante  de  raidi* 
'lu us  lequel  on  les  ajoute. 

En  effet,  de  ce  que  nous  avons  admis,  relativement  à  une  somme 
de  trois  termes,  il  résulte  immédiatement  que,  dans  une  somme 
d'un  nombre  quelconque  de  termes,  on  peut  intervertir  V ordre 
de  deux  termes  consécutifs. 

I       i  posé,  considérons  les  termes  rangés  dans  un  ordre  quel- 

me.  On   peui  amener  le  terme  que  L'on   veut   à  la  première 

place,  <'ii  l'échangi  ant  avec  le  précédent,  puis  avec  le  précédent,  et 
.iin-.i  d<'  suite.  Ensuite  on  peut  amener  le  terme  que  l'on  \eiil  à  la 
conde  place,  et  ainsi  de  suite,  jusqu'à  ce  que  tous  les  termes 
soient  rangés  dans  I  ordre  que  l'on, aura  voulu. 

\.   Pour  trouver  />/  somme  de  plusieurs  nombres,  <>//  peut 

les  répartir  en   groupes,    chercher  séparément  les  sommes  (les 

nombres  contenus  dans  chaque  groupe,  et  enfin  faire  la  somme 
de  ces  sommes  partielles. 

En  effet,  d  après  la  définition  même  de  la  somme  <!<•  plusieurs 
nombres,  on  peut  remplacer  les  premiers  de  ces  nombres  par 
leur  somme  effectuée.  Comme  d'ailleurs  «les  termes  quelconques 
peuvent  être  placés  les  premiers,  la  proposition  est  démontrée. 

...  votations.  Quand  on  raisonne  sur  des  nombres,  indépen- 
damment de  leurs  valeurs  particulières,  on  représente  souvent  ces 
nombres  par  des  l.i  1 1  <•«.. 

'  ;|   somme  de  plusieurs   nombres   a,  b /   se  désigne  par 

b      . . .  -+- 1. 
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L'égalité  de  deux  nombres  «,  b  se  noie  de  la  façon  suivante  : 

a=  b. 

L'inégalité  se  note  de  la  façon  suivante  :  a  >>  b  ou  a  <  b  sui- 
vant que  a  est  plus  grand  ou  plus  petit  que  b. 

6.  Différence  de  deux  nombres.  —  De  la  notion  de  somme, 
on  déduit  celle  de  différence  de  la  façon  suivante  :  On  appelle 
différence  entre  un  nombre  a  et  un  nombre  b,  et  Ton  représente 
par  a  —  />,  le  nombre  qu'il  faut  (/Jouter  à  b  pour  reproduire  a. 
<  leiie  différence  n'existe  que  si  a  est  plus  grand  que  b. 

7.  Du  nombre  zéro.  —  Soit  o  un  signe  que  nous  appellerons 
zéro,  et  que  nous  placerons  au  rang  des  nombres. 

Par  définition,  a  étant,  un  nombre  quelconque,  on  a 

a  -4-  o  =  a, 

o  -+-  a  =  a. 
<  )n  en  déduit 

a  -+-  o  -+-  b  =  a  -4-  b  -4-  o. 

Le  nombre  zéro  jouit  donc  des  propriétés  que  l'on  a  jusqu'à 
maintenant  reconnues  aux  nombres.  On  peut  donc  raisonner  sur 
lui  comme  sur  les  autres. 

L'introduction  dans  les  calculs  de  ce  nombre  zéro  est  indis- 
pensable dans  la  suite.  Dès  maintenant,  elle  nous  permet,  dans  la 
définition  de  la  différence,  de  supposer  les  deu\  termes  de  la  dif- 
férence égaux  entre  eux. 

(  >n  a,  en  effet, 

a  —  a  =  o. 

Remarquons  aussi  que 

a  —  o  =  a. 

8.  Polynôme:;.  —  On  appelle  polynôme  une  expression  com- 
posée d'une  suite  de  termes  séparés  par  les  signes  -f-  el  — ,  par 
exemple, 

il  -4-  h  —  C  -4-  d —  e—f-\     g, 

ei  représentant  le  nombre  qu'on  obtiendrait  en   additionnant  a 
el  /'.  puis  du  résultat  retranchant  c,  el  ainsi  de  suite. 
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9.  Calcul  algébrique.  On  appelle  calcul  algébrique  l'art 
.le  transformer  les  expressions  contenanl  des  nombres  indétermi- 
nés, d'après  des  règles  indépendantes  des  valeurs  particulières  de 
i  es  nombi  es. 

I  >.mi>  cel  <  >n\  rage,  nous  ne  traiterons  pas  du  calcul  algébrique  : 
nous  en  regarderons  les  principaux  résultats  comme  connus  du 
lecteur,  nous  bornant  à  les  rappeler,  au  besoin;  parmi  ces  résul- 
tats, un  des  premiers  est  !«•  suivant,  relatif  aux  polynômes  : 

Pour  additionner  deux  polynômes,  il  suffit  de  les  écrire  les 
uns  à  lu  suite  des  autres  en  les  séparant  par  le  signe  +. 

r>,nr  retrancher  un  polynôme' d'un  autre,  il  suffit  de  /'<■- 
crire  à  sa  suite,  en  mettant  le  signe  —  devant  son  premier 
terme,  et  changeant  les  signes  de  t<ms  les  autres. 

10.  Multiplication.  Considérons  une  addition,  dans  laquelle 
ions  les  nombres  à  ajouter  soni  égaux. 

Soil  à  ajouter  b  nombres  égaux  à  a;  la  somme  obtenue  dépend 
«le  n  ci  île  //.  ()n  l'appelle  produit  de  a  pur  h.  On  représente 
ce  produit  par  n   <  l>.  ou  a  .h.  ou  plus  simplement  par  ah. 

a  et  b  s'appellent  [es  facteurs  du  produit. 

La  multiplication  se  présente  ainsi  comme  une  nouvelle  façon 
d(  combiner  les  nombres,  et  par  suite  comme  une  source  de  nou- 
\  eaux  calculs. 

11.  Cas,  des  /acteurs  zéro  et  un.        Mais  les  nombres  o  <■!   i 
échappent  aux  définitions  précédentes.  Il  est  cependant  nécessaire 
que  ces  définitions  n'aient  pas  d'exceptions,  sans  quoi  les  calculs 
seraient    .1  chaque  instant  ^ènés  par  «les   restrictions  insuppor 
tables.  On  donne  donc  les  définitions  formulées  par  les  égalités 

suivantes  : 

(a       1       a. 
1  x  n    -  11 . 
< 
a  X  o  =  o, 

o  x  a  —  o. 
1!2.   Produit  de  plus  de  deux  facteurs.       On  définit  ensuite 

le  produit   (le   |iln^   <le  ileu\    laeleiirs.   C'est    le    résultat    nhlenil   eu 

multipliant  d'abord  les  deux  premiers  facteurs,  puis  le  pro- 
duit aliterai  par  le  J'aeteiir  suivant,  et  ainsi  de  suite. 


OPÉRATIONS. 


Relativement  à  ces  produits,  on  démontre  le  théorème  suivant, 

analogue  à  celui  qu'on  adonné  plus  haut  pour  les  sommes  : 

13.  Le  produit  de  plusieurs  facteurs  ne  change  pas  quand 
on  change  a"  une  façon  quelconque  l'ordre  de  ces  facteurs. 

En  effet,  reportons-nous  à  la  démonstration  donnée  pour  les 
sommes,  et  nous  voyons  que  pour  démontrer  le  théorème  en  ques- 
tion il  suffit  d'en  démontrer  les  cas  particuliers  suivants  : 

I.  Le  produit  de  deux  facteurs  ne  change  pas  quand  on 
change  l'ordre  de  ces  deux  facteurs. 

II.  Le  produit  de  trois  facteurs  ne  change  pas  quand  on 
change  l'ordre  des  deux  derniers. 

Tout  d'abord,  si  certains  des  facteurs  sont  zéro  ou  un,  ces 
théorèmes  sont  évidents  d'après  les  égalités  (i). 

Supposons  donc  qu'il  n'en  soit  pas  ainsi.  Soit  d'abord  à  démon- 
trer que  le  produit  de  4  par  6  est  égal  au  produit  de  6  par  4- 

Considérons  le  Tableau  suivant  : 


(Iliaque  ligne  contient  4  unités,  et  il  y  a  6  lignes;  donc  le 
I  alileau  contient  un  nombre  d'unités  égal  au  produit  de  4  Par  6. 

Mais,  d'autre  part,  chaque  colonne  contient  6  unités  et  il  y  a 
\  colonnes;  donc  le  Tableau  contient  un  nombre  d'unités  égal  au 
produit  de  6  par  ,\. 

Donc  4  X  6  =  6  x  \. 

Soit  maintenant  à  démontrer  que  le  produit  de  4  multiplié  par  6, 
multiplié  par  3,  est  égal  au  produit  de  \  multiplié  par  3,  multiplié 
par  (i. 

Considérons  le  Tableau  suivant  : 


1 1 1 1 
1 1 1 1 
1 1 1 1 


1 1 1 1 

Mil 
I  I  I  I 


I  1  I  I 

I   I   I   I 
I   I  I  I 


I  I  I  I 
I  I  I  I 
I  I  I  I 


I  I  I  I 
Mil 
I  1  I  I 


I  I  1  I 
I  I  I  I 
1111 
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Chaque  ligne  contienl  un  nombre  d'uni  lés  égal  au  produit 
de  i  pai  6  el  il  \  a  S  lignes;  donc  le  Tableau  contienl  un  nombre 
•  l  unités  égal  au  produit  <l«-   \  multiplié  par  6  multiplié  par    t. 

Mais,  il  autre  part,  chaque  colonne  contienl  un  nombre  d'unités 
égal  au  produit  de  i  par  >.  et  il  y  a  6  colonnes;  donc  !<•  Tableau 
contienl  un  nombre  d'unités  égal  au  produit  de  i  multiplié  par  3 
multiplié  par  6. 

Donc 

i  x  6  x  ;  —  i  <  ;      6. 

1  i.   Conséquence  du  théorème  précédent.  —  Du  théorème 

précédent,  <>n  déduit,  comme  on  l'a  fait   | r  les  sommes,  la 

conséquence  suivante  : 

Dans  un  produit  de  plusieurs  facteurs,  onpeut  grouper  les 
facteurs  d'une  façon  quelconque,  et  remplacer  un  certain 
nombre  'rentre  eux  par  leur  produit  effectué. 

15.   (  n  théorème  non  moins  important  est  le  suivant  : 

Pour  multiplier  un  nombre  pur  une  somme,  il  suffit  de  le 
multiplier  séparément  par  les  différentes  parties  de  la  somme 
et  d'ajouter  les  résultats. 

En  effet,  pour  répéter  un  nombre  3  plus  \  plus  ~  l»us,  par 
exemple,  il  suffit  de  le  répéter  >  fois,  puis  j  fois,  puis  -  f"i-.  el 
«l'ajouter  les  résultais.  CYst  une  conséquence  «lu  groupement 
arbitraire  des  termes  d'une  somme. 

La  théorie  <l«-  la  mise  en  facteur  commun  el  celle  de  la  multi- 
plication des  polynômes,  qui  appartiennent  au  calcul  algé- 
brique, découlent  de  là. 

le».  Puissances  d'un  nombre.  -  I  u  cas  particulier  de  la 
multiplication  est  celui  où  tous  les  facteurs  sont  égaux. 

Suit  à  faire  !<■  produit  de  m  facteurs  égaux  à  <i.  Ce  produit 
dépend  <!<•  u  el  de  m  ;  on  l'appelle  puissance  ///"""'  de  a  el  on  le 
désigne  para"1.  Le  nombre /n  est  'lit  Vexposant  de  la  puissance. 

La  deuxième  el  la  troisième  puissance  d'un  nombre  se  dési- 
gnent par  les  noms  particuliers  <!<•  carré  el  «le  cube. 


OPÉRATIONS.  ~ 

Relativement  aux  puissances,  on  a  le  théorème  suivant,  qui  ré- 
sulte Immédiatement  de  ce  qu'on  a  dit  sur  les  produits  de  facteurs. 

17.  Le  produit  de  plusieurs  puissances  d'un  menu-  nombre 
est  égal  à  une  puissance  du  même  nombre  ayant  pour  expo- 
sant la  somme  des  exposants  des  facteurs. 

(  lomme  cas  particulier  : 

La  puissance pième  de  la  puissance  mième  d'un  nombre  a  est 
égale  à  la  puissance  (mp)11'""'  de  ce  nombre  a . 

18.  D;uis  les  théorèmes  précédents,  on  peut  supposer  certains 
des  exposants  égaux  à  zéro  ou  à  un,  au  moyen  des  définitions 
suivantes  : 

<rl       a, 
lesquelles  ne  contredisent  aucun  des  théorèmes  précédents. 

19.  Division  des  nombres  entiers.  —  La  division  est  l'opéra- 
tion inverse  de  la  multiplication,  comme  la  soustraction  est 
l'opération  inverse  de  l'addition. 

La  soustraction  pouvait  en  efTet  se  définir  :  Etant  donnés  lu 
somme  de  deux  nombres  et  l'un  de  ces  nombres,  trouver 
l'autre. 

De  même,  on  peut  poser  le  problème  suivant  :  Etant  donnés 
le  produit  a  de  deux  facteurs  et  l'un  de  ces  facteurs  égal  à  b, 
trouver  l'autre. 

.Mais  l'opération  ainsi  définie  n'est  pas,  en  général,  possible. 

En  efTet",  considérons  les  produits  de  b  parles  nombres  entiers 
successifs,  ou,  comme  on  dit,  les  multiples  de  b. 

Il  peut  arriver  qu'il  y  en  ait  un  égal  à  «,  soit 

a  =  qb. 

Alors  le  problème  posé  est  possible,  !«•  nombre  q  répond  à  la 
question. 

M. us,  en  général,  a  est  compris  entre  deux  multiples  consé- 
cutifs de  b,  soient  (/b  et  (q~-i)b,  et  le  problème  proposé  esl 

impossible 
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<  >n  .1  alors 

/•  étanl  plus  [ici il  que  A. 

I.  égalité  I  -  i  esl  un  <;i>  particulier  <!<•  l'égalité  3  •  r  étanl  égal 
.1  zéro. 

Généralisons  donc  la  définition  île  la  division  ci  disons  que, 
dans  chaque  cas,  I  opération  qui  consiste  à  trouver  </  el  r  s'ap- 
pelle  division  de  n  par  h.  Dans  le  cas  où  /■  o,  on  ilii  que  la 
division  se  fail  exactement,  >/  esl  appelé  le  quotient  exact  de  a 

par  ii  el  se  désigne  par  j  ■ 

Dans  ir  cas  où  /■  d  esl  pas  mil.  /•  s  appelle  le  reste  de  la  cli\i- 
sion,  (/  le  quotient  à  une  unité  près  de  '/  par  A  et  se  désigne 

parE(|). 

^20.  Extraction  des  racines.  Enfin  l'extraction  des  racines 
esl  I  opération  inverse  île  l'élévation  aux  puissances. 

i'.iant  donné  un  nombre  <> .  cherchons  un  nombre  qui,  élevé 

à  la  m"""'  pnissiinir.  reproduise  ". 

L'opération  ainsi  définie  est,  en  général,  impossible. 
En  effet,  considérons  !<•>  puissances  ///  '  ""'  <les  nombres  succes- 
sifs :   il  peul  arriver  <|ii  il  \  en  ail  une  égalé  a  a.  Soit 

l  ',  I  a  ■■     r'". 

Vlors  li'  problème  posé  esl  possible,  If  nombre  c  répond  a  la 
quesl  ion. 

M. us.  en  général,  "  esl  compris  entre  les  puissances  mxcmM  de 

deux   nombres  eonséeuiifs,    soil  c'"  ci   (c       i  )'".   el    le  problème 
pri >posé  esi  impossible. 

<  )n  ;i  alors 

,i        <■"•        r. 

r  étanl  plus  pelii  que  (c  -+-  i/"  •  -  >■'". 

L'égalité  I  i  esl  un  cas  particulier  île  l'égalité  (5),  /■  étanl  égal 
à  zéro. 


NUMÉRATION.  <> 

Dans  chaque  cas,  l'opération  qui  consiste  à  trouver  c  <i  /  s'ap- 
pelle  extraction  de  la  racine  m"""'  de  c.  Dans  le  cas  où  /•  =  o, 
nu  dit  que  la  racine  s'extrait  exactement;  c  est  dil  la  racine  ///"'""' 
exacte  de  a  et  se  désigne  par   y  a. 

Dans  le  cas  où  /•  n'est  pas  nul,  /•  s'appelle  le  reste,  c  la  racine 
m"""'  de  a  à  une  unité  près,  et  se  désigne  par  E(  \  c\ 

21.  Numération.  -  La  numéral  ion  esi  Y  art  de  nommer  et 
d'écrire  les  nombres.  Les  deux  numérations  (écrite  et  parlée) 
reposent  sur  le  théorème  suivant  : 

Etant  donné  un  nombre  b  (appelé  base),  soit  N  un  nombre 
quelconque,  il  existe  une  façon  et  une  seule  de  mettre  IN  sous 
la  forme 

(6)  N  =  a0bn~  avb"-x  -)-...'-+-  «„-i  b  ■+•  a„. 

a0,  a, an  étant  des  nombres  plus  petits  que  b  et  dont  cer- 
tains peuvent  être  nuls. 

En  effet,  l'égalité  (6)  peut  s'écrire 

N  =  (a0b"-l-+-  axb"-*-±.  . .-+-  an-i)b  -h  an. 

a n  étant  plus  petit   que   b.  cette  égalité  montre   que  an  devra 
être  le  reste  de  la  division  de  N  par  b. 
Réciproquement,  divisons  N  par  b.  Soit 

N  =  bN'+aa. 

Si  Ton  parvient  à  mettre  N'  sous  la  forme 

N'=  a0b"-l-r-  a,/>"-2  — .  .  .+a„_,, 

N  sera  mis  sous  la  l'orme  (6). 

On  a  donc  ramené  la  question  relative  à  N  à  la  même  question 
relative  au  nombre  plus  petit  N'. 

an-\  sera  de  ,nême  le  reste  de  la  division  de  N'  par  />:  et  ainsi 
de  ^uile. 

De  proche  en  proche  on  détermine  ions  le»  nombres  a  n.  a'„  ,, 
atl_2,  etc. 

L'opération  se  termine  d'ailleurs,  car  les  nombres  N,  N',  IN",  .  . . 
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allant  en  diminuant,   «m   finit   par  tomber  sur  un  nombre  plus 
petit  que  l>. 

--.  \in-i  à  •  j 1 1  aombre  N  correspond  une  suite  déterminée  de 
coefficients  '/„.  at an  <•!  réciproquemenl . 

Ces  coefficients  sont  certains  des  b  nombres  o,'i,  . . .,  b — i. 
Représentons  ces  h  nombres  par  A  signes  différents,  cl  le 
nombre  N  sera  représenté  par  la  suite  des  signes  qui  représentent 
les  coefficients  >/„.  </, a„. 

La  numération  ordinairement  employée  est  la  numération  à 
base  i  o  <>u  décimale.  Les  signes  employés  ont  été  donnés  au  n°  i2. 

23.  Quanl  .1  la  numération  parlée,  elle  repose  sur  le  même  prin- 
cipe. Il  suffit  de  donner  des  noms  aux  nombres  o,  i ,  ...,/>  —  î , 
pour  pouvoir,  en  combinant  ces  nom-,  nommer  tous  les  nombres; 
mais,  ce  principe  une  fois  admis,  la  numération  parlée  esl  plutôl 
une  affaire  de  grammaire  que  de  Mathématiques. 

\  partir  de  maintenant,  donner  un  nombre  voudra  «lire  :  donner 
le  moyen  d'écrire  ce  nombre  dans  un  certain  système  de  numé- 
ration :  décimale,  par  exemple. 

24.  Opérations  arithmétiques.  —  Les  opérations  arithmé- 
tiques, addition,  soustraction,  multiplication,  division,  élévation 
aux  puissances,  extraction  déracines,  peuvent  alors  être  définies 
delà  façon  suivante,  l'addition  par  exemple  :  Des  nombres  étant 
écrits  ihms  le  système  décimal,  écrire  leur  somme  dans  le 
système  décimal,  el  de  même  pour  les  autres  opérations. 

< juant  aux  règles  pratiques  clc  ces  opérations,  elles  appar- 
tiennent à  l'enseignement  le  plus  élémentaire  el  nous  oe  !<•>  déve- 
lopperons pas. 

§  II.  —  Divisibilité.  Diviseurs  communs. 

^.">.  Multiples  et  diviseurs.  -  Comme  nous  l'avons  déjà  dit, 
on  appelle  multiple  d'un  nombre  !<■  produit  de  ce  nombre  par 
un  autre,  \insi  mu  <  ->i  un  multiple  «le  a.  Inversement  n  est  dit 
di\ iseur  de  ma . 

'/'nui  diviseur  de  plusieurs  nombres  est  un  diviseur  de  leur 

si ,  m  in  r. 


DIVISIBILITÉ.    DIVISEURS   COMMUNS.  Il 

Car  si 

a  =  m  h, 
a  —  m' h. 
a"  —  m"  0, 
il  en  résulte  que 

a  -+-  a'  -+-  a"  =  (ni  ■+■  m'  -h  m')b. 

Comme  cas  particulier,  tout  diviseur  d'un  nombre  est  divi- 
seur île  ses  multiples. 

On  voit  de  même  que  tout  diviseur  de  deux  nombres  est  un 
diviseur  de  leur  différence. 

26.  Théorie  du  plus  grand  commun  diviseur.  —  Plusieurs 
nombres  ont  des  diviseurs  communs,  car  ils  en  ont  au  moins  un 
qui  est  l'unité.  Ils  peuvent  en  avoir  d'autres;  en  tout  cas,  ils  en 
ont  un  plus  grand  que  tous  les  autres,  et  qu'on  appelle  leur  plus 
grand  commun  diviseur. 

On  ramène  d'ailleurs  la  recherche  de  tous  les  diviseurs  com- 
muns à  plusieurs  nombres  à  celle  des  diviseurs  de  leur  plus  grand 
commun  diviseur. 

27.  Occupons-nous  d'abord  de  deux  nombres.  La  recherche  de 
leur  plus  grand  commun  diviseur  repose  sur  la  possibilité,  étant 
donnés  deux  nombres  a  et  b,  de  trouver  un  nombre  q  et  un 
nombre  /'  plus  petit  que  b,  satisfaisant  à  l'égalité  (3). 

Il  est  bien  évident  en  effet,  que,  si  a  est  divisible  par  b,  les  divi- 
seurs communs  à  a  et  à  b  ne  sont  autres  que  les  diviseurs  de  b 
et  que  le  plus  grand  commun  diviseur  est  b  lui-même. 

Si,  au  contraire,  a  n'est  pas  divisible  par  b,  les  diviseurs  com- 
muns à  ces  deux  nombres,  divisant  a  et  bq,  divisent  leur  diffé- 
rence /'.Réciproquement,  les  diviseurs  communs  à  b  et  /•,  divisant 
bq  et  /',  divisent  leur  sommer/. 

On  en  conclut  que  les  diviseurs  communs  à  a  et  b  sont  les 
mêmes  que  les  diviseurs  communs  à  b  et  r. 

On  déduit  de  là  un  procédé  pour  déterminer  par  des  divisions 
successives  le  plus  grand  commun  diviseur  de  deux  nombres. 

Soient  a  et  b  ces  deux,  nombres.  Divisons  a  par  A,  puis  divi- 
sons  b   par  le  reste  de  celte  division  et  ainsi  de  suite.  On  a  les 
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égalités 

bq      /| . 

b  /;'/,  I 

r,       /  ■■•!■:       i    , 


'/l-l  'il-  1  '/il-  I    +    /"/;• 

''/;  -  I  'il  '/  il- 

Les  restes  /'(./j.  •••  allant  en  diminuant,  le  dernier  est  nul. 
I  )t  les  diviseurs  communs  à  a  el  A  sont  les  mêmes  que  les  divi- 
seurs communs  à  b  el  /•,  qui  sonl  les  mêmes  que  ceux  communs 
à  /•,  el  r ,  el  ainsi  de  suite. 

En  définitive,  les  diviseurs  communs  à  a  el  6  ue  sont  autres 
que  le>  diviseurs  de  /•„.  qui  esl  lui-même  le  plus  grand  commun 

diviseur  de  <i  el  de  6. 

!2<S.   Le  raisonnement  précédent  montre  que  : 

Les  diviseurs  communs  à  deux  nombres  sont  les  diviseurs 
de  leur  pi  us  grand  commun  diviseur. 

*î\).  \  ombres  premiers  entre  eux.  —  (  )n  dit  que  deux  nombres 
sonl  premiers  entre  eux,  lorsqu'ils  n'ont  pas  d'autre  diviseur 
commun  que  l'unité. 

On  obtient  facilement  des  nombres  premiers  entre  eux  de  la 
façon  suis  unie  Remarquons  d'abord  que 

Lorsqu'on  multiplie  deux  nombres  par  un  troisième ,  le  reste 
Je  leur  division  est  multiplié  par  ce  troisième . 


(  lar  soil 


a  =  ù(/       i , 


on  en  déduit 

171  a  m         bm  !  q  h-  rm. 


(  » 


donc 


/■      A. 
rm       bm. 


Dune  l'égalité  (7)  montre  que  rm   est  le  reste  de  la  division 

de  mu  par  l>m . 


DIVISIBILITÉ.    DIVISEURS    COMMUNS.  lu 

Il    résulte   immédiatement   de   là   que,  inversemenl  : 

Lorsqu'on  divise  deux  nombres  par  un  diviseur  commun,  le 

reste  <lc  leur  division  est  divisé  par  ce  diviseur  commun . 

Ceci  posé,  considérons  la  suite  des  divisions  qui  donnent  le 
plus  grand  commun  diviseur  de  deux  nombres  a  et  b.  Si  Ton  mul- 
tiplie ou  divise  ers  deux  nombres  par  un  troisième,  les  restes  de 
toutes  les  divisions  successives  sont  multipliés  ou  divisés  par  ce 
même  nombre.  Or  le  plus  grand  commun  diviseur  est  l'un  de  ces 
restes.  On  peut  donc  dire  que  : 

Lorsqu'on  multiplie  ou  divise  deux  nombres  par  un  tmi- 
sième,  leur  plus  grand  commun  diviseur  est  multiplié  ou 
divisé  par  ce  troisième. 

En  particulier  : 

Lorsqu'on  divise  deux  nombres  par  leur  plus  grand  commun 
diviseur,  les  quotients  obtenus  sont  premiers  entre  eux. 

Telle  est  la  façon,  que  nous  avons  annoncée  plus  haut,  d'obtenir 
des  nombres  premiers  entre  eux. 

30.  Comme  application  de  ce  qui  précède,  démontrons  le  théo- 
rème suivant  qui  est  d'une  extrême  importance  : 

Quand  un  nombre  divise  un  produit  de  deux  facteurs,  et 
qu'il  est  premier  avec  V un  d'eux,  il  divise  l'autre. 

Soil  in  qui  divise  ab  et  qui  est  premier  avec  a. 
Le  plus  grand  commun  diviseur  de  m  et  a  est  égal  à  i. 
Donc  le  plus  grand  commun  diviseur  de  mb  et  ab  est  égal  à  b. 
Mais   m    divise   évidemment  mb,    il    divise  aussi   ab]    doue   il 
divise  b. 

31.  Recherche  des  communs  diviseurs  <)  plus  de  deu.i 
nombres. 

La  recherche  des  communs  diviseurs  à  plus  de  deux  nombre- 
repose  sur  le  théorème  suivant  : 

Dans    la    recherche    des    communs    diviseurs     éi.    plusieurs 
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nombres,  <>n  peut  remplacer  deux  de  ces  nombres  par  leur 
plus  grand  commun  diviseur. 

Suit,  m  effet,  â  chercher  les  communs  diviseurs  aux  nombres 
,i.  A,  c,  d. 

Soit  1)  !<■  plus  grand  commun  diviseur  de  '/  el  b. 

(  )n  a  vu  plus  liant  que  les  communs  diviseurs  à  a  ci  b  sont  dn  i- 
seurs  '!<'  I  >. 

Réciproquement,  les  diviseurs  de  D  sont  communs  diviseurs 
.,  ,/  ri  h.  Il  ni  résulte  que  les  communs  diviseurs  à  ".  I>.  c,  d  sont 
le-  mêmes  que  les  communs  diviseurs  à  I),  c,  d.  I .  est  ce  que  nous 
voul ions  démonl rer. 

(  > 1 1  ramène  ainsi  la  recherche  des  commun-  diviseurs  à  // 
nombres,  à  la  recherche  des  communs  diviseurs  à  n  —  i  nombres. 
De  proche  en  proche,  on  esl  ramené  à  deux  i ibres.  Leurs  com- 
muns diviseurs  ne  sont  autres  que  les  diviseurs  de  leur  plus 
grand  commun  diviseur.  Ce  dernier  nombre  esl  donc  le  plus 
grand  commun  diviseur  des  nombres  proposés,  et  Ton  voit  que 
le  théorème  du  a'  28  s'étend  à  plus  de  deux  nombres. 

Il  en  esl  de  même  des  théorèmes  du  n°  29,  comme  on  le  voil 
facilement.  En  particulier  : 

'A"2.  Lorsqu'on  divise  plusieurs  nombrespar  leur  plus  grand 
i  'hiiiiiiiii  diviseur,  les  quotients  obtenus  n  '>>///  plus  d'autre  divi- 
seur  commun  que  l'unité.  On  dit  qu'ils  sont  premiers  dans  leur 
ensemble.  Il  faut  distinguer  cette  expression  de  celle  de  nombres 
premiers  cuire  eux  deux  à  deux. 


§  III.  —  Nombres  premiers.  Décomposition  des  nombres 
en  facteurs  premiers. 

33.  <  >n  appelle  nombre  premier  <il>snlu  on.  plus  simplement, 
nombre  premier,  un  nombre  différent  de  j.  et  qui  n'a  d'autre 
diviseur  que  lui-même  on  l'unité  i  ').  Exemple  ■  deux,  trois,  cinq, 
sept .  etc. 


(  '  )  Nous  ne  comptons  pas  i  au  rang  des  nombres  premiers;  certains  auteurs  le 

comptent.  La  question  n'a  d'ailleurs  qu'un  intérêt  se daire.  Toutefois  notre  fa- 

i  "M  de  voir  .i  l  avantage  qu'elle  permet  d'énoni  ei  sans  reslrii  tion  le  théorème  sui- 
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Tout  nombre  qui  n'est  pas  premier  est  dit  composé. 
L'importance  des  nombres  premiers  résulte  du   théorème   sui- 
vant : 

34.    Tout  nombre  <pii  n'est  pas  premier  est  décomposable  en 
un  produit  de  facteurs  premiers,  et  cela  d  une  seule  façon. 

Soit  en  effet  un  nombre  N.  Si  N  n'est  pas  premier  il  admet  un 

diviseur  n,  et 

N  =  n  q . 

Si  n  et  q  sont  premiers,  N  est  décomposé  en  facteurs  premiers: 
sinon,  et  si  n  par  exemple  n'est  pas  premier,  il  se  décompose  lui- 
même  en  un  produit  niql,  et 

et  ainsi  de  suite.  11  est  évident  que  celte  décomposition  ne  peut  se 
prolonger  indéfiniment.  Donc,  à  un  certain  moment,  N  sera  décom- 
posé en  facteurs  premiers.  Ces  facteurs  ne  sont  pas  d'ailleurs  for- 
cément différents  entre  eux.  Supposons  qu'il  y  en  ait  a  égaux  à  a, 
jil  égaux  à  h,  Y  égaux  à  c,  .  . .  .  A  égaux  à  /.  On  aura 

N  =  a*6PcY...  P-. 

Reste  à  montrer  que  cette  décomposition  n'est  possible  que 
d'une  seule  façon. 

Soit  en  effet,  d'une  part, 

N  =  abc  . .  .  qr 

(les  facteurs  premiers  «,  6,  c,  ••.,</,  r  étant  différents  ou  non)  et, 

d'autre  part, 

\       a'b'c' .  .  .  q' /■', 


vant  :  Un  nombre  n'est  décomposable  que  d'une  seule  façon  en  facteurs  /'re- 
ntiers. 

\  notre  point  de  vue,  non*  distinguons  trois  espèces  de  nombres:  les  nombres 
composés,  les  nomltres  premiers  el  les  nombres  unîtes,  la  dernière  espèce  ne 
contenant  qu'un  échantillon,  le  nombre  i. 

Dans  la  théorie  des  nombres  entiers  négatifs,  la  dernière  espèce  contient  deù\ 

é(  h. millions. 

Dans  celle  des  nombres  entiers  algébriques,  la  dernière  espèce  peul  contenir 
plus  de  deux,  el   même  une  infinité  d'échantillons. 
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de  sorte  que 

Le  nombre  premier  a,  divisant  le  premier  membre  de  cette  égalité, 
divise  le  second.  Or,  si  a  n'esl  pas  égal  à  a',  il  esl  évidemmenl 
premier  avec  lui  (  puisque  a  el  a  sonl  premiers  absolus  .  a  étant 
premier  avec  a',  el  divisant  le  produil  de  a!  par  l>  <■'...</ 1' . 
divise  b  c' . . .  </'  '  ■ 

De  même,  si  '/  n'esl  | >;i s  égal  à  />  .  il  doit  diviser  le  produil 
<■'...  i/' /'.  En  poursuivant  ce  raisonnement,  on  voil  que,  si  a  n  esl 

égal  à  .m m ii  des  facteurs  a\b\c' q',  il  doit  diviser  r',  ce  qui 

n'est  possible  que  si  a  /•'.  ^.insi  tou|  facteur  de  I  un  des  membres 
de  l'égalité  (8)  se  trouve  dans  l'autre.  Les  deux  membres  sont  donc 
composés  identiquemeni  des  mêmes  facteurs. 

lio.  \  ii  l'importance  uYs  nombres  premiers,  il  sérail  utile  d'en 
avoii  une  table.  <>u  doit  donc  d'abord  se  demander  s'il  existe  un 
nombre  limité  ou  non  de  nombres  premiers.  La  réponse  esl  que  : 

La  suite  des  nombres  premiers  est  illimitée,  autrement  dit  : 
Étant  donné  un  nombre  premier  p,  il  en  existe  un  plus  grand. 
En  effet,  faisons  le  produil  de  tons  les  nombres  premiers  de  i  à  p 
et  ajoutons-lui  t.  Nous  obtenons  un  nombre  \. 

\      ■>.).').-.../>      i . 

Si  \  esl  premier,  connue  il  est  évidemment  plus  grand  que/7, 
le  i  héorème  esl  \  érifié. 

Si  A  a'esl  pas  premier,  il  a  des  diviseurs  premiers.  <  h-  ces  divi- 
seurs  premiers  sonl  plus  grands  que  />.  En  effet,  un  nombre  pre- 
mier plus  petit  que  /?,  divisant  le  produil  2 .3. 0.7  •••/>»  ne  peul 
dix  iser  ce  produil  augmenté  de  1 . 

Le  théorème  esl  doue  démontré. 

36.  Crible  d'Eratosthène.  Il  résulte  de  là  qu'on  peul  seu- 
lement construire  une  table  des  nombres  premiers  depuis  1  jus- 
qu'à nue  certaine  limite.  <  >n  \  arrive  par  le  procédé  dit  crible 
d'Eratosthène. 

On  écrit  tous  les  nombres,  depuis  1  jusqu'à  la  limite  en  ques- 
tion, puis  ou  barre  successivement  tous  les  nombres  qui  ne  sonl 
pas  premiers. 
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i  n'est  pas  un  nombre  premier,  on  L'efface.  2  est  premier,  mais 
les  nombres  4;  6,  8, ...,  de  deux  en  deux  à  partir  de  2,  ne  sont  pas 
premiers;  on  les  efface.  3  est  premier,  mais  les  nombres  <>.  9,  . . ., 
de  trois  en  trois  à  partir  de  >.  ne  sont  pus  premiers;  on  les  efface. 
Et  ainsi  de  suite.  On  remarque  que  : 

1"  Quand  on  a  effacé  les  multiples  d un  nombre  premier  », 
le  premier  nombre  non  effacé  après  p  est  premier.  —  En  effet, 
il  ne  peut  avoir  de  diviseur  premier,  puisque  les  multiples  de 
tous  les  nombres  premiers,  plus  petits  que  lui,  ont  été  effacés. 

■>."  Quand  on  efface  les  multiples  d' un  nombre  premier  </,  on 
peut  commencer  à  </-.  —  En  effet,  les  multiples  précédents  de  a 
ont  été  effacés,  comme  multiples  de  nombres  premiers  plus  petits 
que  q. 

3"  Excepté  2,  tous  les  nombres  premiers  sont  impairs.  D'ail- 
leurs, dans  la  suite  des  nombres  impairs,  les  multiples  d'un  nombre 
impair  p  se  succèdent  de  p  en  p  ('),  comme  dans  la  suite  natu- 
relle des  nombres.  On  peut  donc  se  borner  à  écrire  les  nombres 
impairs  depuis  1  jusqu'à  la  limite  voulue,  et  à  leur  appliquer  le 
procédé  qui  vient  d'être  décrit.  On  rétablira  ensuite  dans  la  table 
le  nombre  2. 

37.  Quant  au  problème  suivant  :  Reconnaître  si  un  nombre 
est  premier,  on  pourra  toujours  le  résoudre,  même  si  l'on  ne  pos- 
sède pas  de  table  des  nombres  premiers,  en  essayant  les  divisions 
du  nombre  donné  par  les  nombres  plus  petits  que  lui.  Si  aucune 
ne  réussit,  ce  nombre  est  premier  (-). 

38.  Remarque.  —  Tous  les  nombres  premiers  sont  des  mul- 
tiples de  4  augmentés  ou  diminués  de  1  ;  ce  sont  aussi  des  mul- 
tiples de  6  augmentés  ou  diminués  de  1.  Les  réciproques  de  ces 
théorèmes  ne  sont  pas  vraies. 

39.  ipplication  de  la  décomposition  des  nombres  en  fac- 
teurs premiers.  —   La  décomposition  des  nombres  en   facteurs 


(')  Ceci  n'est  pas  évident,  mais  résulte  simplement  de  ce  qu'un  multiple  de  />, 
kp,  est  impair  lorsque  k  est  impair  el  dans  cr  cas  seulement.  Les  multiples  im- 
pairs <le  p  sont  donc  />,   '■'>/>,  ■</> La  différence  entre  deux  consécutifs  esl 

égale  .1    ■/>;  donc  ils  se  suivent  de  p  eu  />  dans  la  suite  des  nombres  impairs. 

(-  )  \  oir  la  note  C. 
G. 
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premiers  mel  en  évidence  certaines  propriétés  de  ces  nombres. 
Par  exemple  si  l'on  considère,  'l'une  part,  que  pour  faire  le  pro- 
(Imi  de  deux  nombres  il  su f fil  de  former  un  produit  unique  avec 
ton-;  les  facteurs  premiers  ru  ni  nuis  dans  ces  deux  nombres;  d'autre 
part,  que  le  produit  ainsi  obtenu  se  trouve  décomposé  en  facteurs 
premiers  el   ne  peul  l'être  d'une  autre  façon,  on  en  conclut  que  : 

Pour  qu'un  nombre  soit  divisible  par  un  autre,  il  faut  et  il 
suffit  qu'il  en  contienne  tous  les  facteurs  premiers  mec  un 
exposant  au  moins  égal. 

10.  D'une  façon  analogue,  on  voit  qu'un  nombre  est  une  puis- 
sance mième  parfaite  lorsque  les  exposants  de  ses  facteurs  pre- 
miers sont  tous  divisibles  />>//■  m. 

il.  Quand  deux  nombres  ne  sonl  pas  premiers  entre  eus  il- 
ont  forcément  des  facteurs  premiers  communs.  De  cette  remarque 
on  déduil  facilement  1rs  théorèmes  suivants  : 

Quand  un  nombre  est  premier  avec  plusieurs  autres,  il  est 
premier  avec  leur  produit. 

'^1.  Quand  deux  nombres  sont-premiers  entre  eux,  deux  puis- 
sances quelconques  de  ces  nombres  sont  premières  entre  elles. 

Y.\.  Recherche  <lu  plus  grand  commun  diviseur  de  plusieurs 
nombres.  —  Plusieurs  nombres  étant  décomposés  en  facteurs 
premiers,  puni  qu'un  nombre  les  divise  tous,  il  faut  et  il  suffit 
que  ce  nombre  ne  contienne  que  des  facteurs  premiers  communs 
à  ces  nombres,  chacun  de  ces  facteurs  avec  un  exposant  au  plus 
égal  à  celui  qu  il  ;i  dans  le  nombre  où  il  ;i  le  pins  petit. 

Donc,  pOur  former  le  plus  grand  commun  diviseur  des  nombres 
proposés,  il  faut  faire  un  produil  avec  tous  les  facteurs  premiers 
communs  aux  nombres,  chacun  d'eux  étant  pris  avec  un  exposant 
égal  à  celui  qu'il  ;>  dans  le  nombre  où  il  a  l<-  plus  petit. 

Exemple  :  Le  pins  grand  commun  diviseur  de 

7  Ml  ■■'.      . 

i .3.5.U, 

88oo       .'  ■.  >J.i  i 
,  -i 

a».  5=  4o. 
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Aï.  Recherche  du  plus  petit  commun  multiple  de  plusieurs 
nombres.  —  Plusieurs  nombres  ont  des  multiples  communs,  en 
particulier  leur  produit  cl  les  multiples  de  ce  produit;  mais  ils 
peuvent  en  avoir  d'autres;  en  tout  cas,  ils  en  ont  un  plus  petit 
que  tous  les  autres  et  qu'on  appelle  leur  plus  petit  petit  commun 
multiple. 

Plusieurs  nombres  étant  décomposés  en  facteurs  premiers,  pour 
qu'un  nombre  soit  un  multiple  commun  de  ceux-là,  il  faut  et  il 
suffit  que  ce  nombre  contienne  tous  les  facteurs  premiers  con- 
tenus dans  ces  nombres,  chacun  de  ces  facteurs  avec  un  exposant 
au  moins  égal  à  celui  qu'il  a  dans  le  nombre  où  il  a  le  plus  grand. 
Donc  pour  former  le  plus  petit  commun  multiple  des  nombres 
proposés,  il  faut  faire  un  produit  avec  tous  les  facteurs  premiers 
contenus  dans  ces  nombres,  chacun  d'eux  étant  pris  avec  un 
exposant  égal  à  celui  qu'il  a  dans  le  nombre  où  il  aie  plus  grand. 

Exemple  :  Le  plus  petit  commun  multiple  des  nombres 

720  =  2i.32.5, 
1  320  =  a3.3  .5.ii, 
8800  =  25.52.I  1 

est 

2*.  32. 52.n  =  79200. 

Du  procédé  précédent  on  déduit  facilement  les  conséquences 
suivantes  : 

'io.  Les  multiples  communs  à  plusieurs  nombres  sont  les 
multiples  de  leur  plus  petit  commun  multiple. 

Lorsqu'on  multiplie  plusieurs  nombres  par  un  même 
nombre,  le  ur  plus  petit  connu  11  n  multiple  est  multiplié  parce 
même  nombre. 

Inversement,  si  l'on  divise  plusieurs  nombres  par  un  diviseur 
commun,  leur  plus  petit  commun  multiple  est  divisé  par  ce 
diviseur . 

Lorsque  plusieurs  nombres  sont  premiers  entre  eux  deux  à 
deux,  bur  plus  petit  commun  multiple  est  égal  à  leur  pro- 
duit . 

Le  plus  petit  commun  multiple  de  deux  nombres,  multiplie 
par  leur  plus  grand  commun  diviseur,  donne  un  produit  égal 
au  produit  de  ces  deux  nombres. 
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Cette  dernière  propriété  permet  de  calculer  le  plus  petil  com- 
mun multiple  <lr  deux  nombres,  -;m>  les  décomposer  en  facteurs 
premiers.  Cette  remarque  esl  importante  dans  le  cas  où  !<•- 
nombres  proposés  sont  <!<•  grands  nombres,  puisqu'il  se  peul 
alors  que  La  recherche  de  leurs  facteurs  premiers  ><>it  imprati- 
cable. 

Quant  à  la  première  propriété,  elle  permet  de  calculer  le  plus 
petit  commun  multiple  de  m  nombres,  de  proche  en  proche,  comme 
on  l'a  expliqué  au  n°  31,  pour  le  plus  grand  commun  diviseur. 

§  IV.  —  Nombres  fractionnaires.  Opérations  sur  ces  nombres. 

iC».  L'idée  de  fraction  s'esl  introduite  dans  la  science  par  la 
mesure  des  grandeurs.  Mais  voulant  rester  dans  l'analyse  pure,  et 
en  particulier  dans  la  théorie  des  nombres,  nous  définirons  la 

fraction  de   la  façon  suivante  : 

On  appelle  fraction  l'ensemble  de  deux  nombres  ailiers, 
l'un  ///>/><■/('■  numérateur,  et  l'autre  dénominateur. 

Le  numérati  ur  et  le  dénominateur  d'une  fraction  s'appellent  ses 
termes. 

Une  fraction  s'écrit  en  plaçant  le  numérateur  au-dessus  du 
dénominateur  et  les  séparant  par  un  irait. 


47.  De\>\  fractions  -  et  -.  sont  dites  égales  lorsque 
b       d  °  ' 

ml       lu-. 

Si  ad ■//<■,  la  première  fraction  est  dite  plus  grande  que  la 
seconde. 

Si  ad<iOc,  la  première  fraction  esl  dite  plus  petite  que  la 
seconde. 

De  cette  définition  on  déduit  immédiatement  que  : 

/•.'//  multipliant  ou  divisant  les  deux  termes  d' une  fraction 
pur  un  même  nombre,  on  obtient  une  fraction  égale. 

En  particulier,  si  l'on  divise  'r>  ^ew\  termes  il  une  fraction  par 
leur  plus  grand  commun  diviseur,  on  obtient  nue  fraction  égale 
et  dont  les  deux  termes  sont  premiers  entre  eux.  I  ne  telle  frac- 


NOMBRES    FRACTIONNAIRES.  2  1 

tion  est  d'ailleurs  irréductible  ;  c'est-à-dire  que  toute  fraction 
égale    a    ses    deux    termes   respectivement  supérieurs.    En   eflel, 

soit  j  celle  fraction  et  —.  une  fraction  égale,  de  sorte  que 
(9)  ad  =  bc, 

«,  divisant  bc  et  étant  premier  avec  b,  divise  c.  Donc 

c  =  at, 

t  étant   un  nombre  entier;  et  en  portant  cette  valeur  de  c  dans 

l'égalité  (9) 

d=  ht. 

Donc  c  et  d  sont  respectivement  plus  grands  que  a  et  b. 

48.  Nombres  entiers  considérés  comme  cas  particulier  des 
fractions.  —  Par  définition,  une  fraction  dont  le  dénominateur 
est  égal  à  i  est  égale  à  son  numérateur 

a 

—  =  a. 
1 

On  vérifie  facilement  que  cette  définition  n'est  contradictoire  avec 
rien  de  ce  qui  précède. 

Il  en  résulte  que,  lorsque  le  numérateur  cl  une  fraction  est 
divisible  par  son  dénominateur,  la  fraction  est  égale  au  quo- 
tient. 

Ceci  justifie  l'emploi  de  la  notation  j  pour  désigner  en  même 

temps  la  fraction  j  et  le  quotient  de  a  par  b,  quand  la  division  se 
fait  exactement. 

49.  Réduction  au  même  dénominateur.  —  Etant  données 
des  fractions,  on  demande  de  trouver  des  fractions  respective- 
ment égales  et  ayant  même  dénominateur.  11  suffit  de  choisir  un 
multiple  commun  des  dénominateurs,  puis  de  multiplier  les  deux 
termes  de  chaque  fraction  par  le  quotient  de  ce  multiple  commun 
par  son  dénominateur. 

Si  l'on  veut  réduire  des  fractions  au  plus  petit  dénominateur 
commun,  il  faut  d'ahord  les  réduire  à  leur  |>lus  simple  expres- 
sion; puis  prendre  comme  dénominateur  commun  le  plus  petit 
commun  multiple  des  dénominateurs. 
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50.  Opérations  sur  les  fractions.  Addition .  —  Etant  doDnées 
des  fractions,  on  peu!  toujours  supposer  qu'elles  ont  été  préala 
blemenl   réduites  au   même  dénominateur;  leur  somme  est,  par 
définition,  une  fraction  ayant  ///>'//"■  dénominateur  qu'elles,  et 
un  numérateur  égal  à  la  somme  de  leurs  numérateurs. 

11  est  facile  de  \ <>ir  : 

i°  Que  cette  définition  comprend  celle  de  la  somme  des 
nombres  entiers  comme  cas  particulier; 

2°  Que  la  somme  de  plusieurs  fractions  oe  dépend  pas  de 
Tordre  dans  lequel  on  les  ajoute;  d'où  l'on  déduit  les  mêmes  con- 
séquences  que  pour  les  nombres  entiers. 

51.  Soustraction.  —  La  différence  de  deux  fraction-  est  la 
fraction  qui,  ajoutée  à  la  seconde,  reproduit  la  premier.-. 

Les  deux  fraction-  élanl  préalablement  réduite-  nu  même  déno- 
minateur, leur  différence  est  évidemment  une  troisième  fraction 
ayant  même  dénominateur,  et  un  numérateur  égal  à  la  différence 
des  numérateurs  des  deux  premières. 

Celte  différence  n'existe  que  si  la  première  fraction  n'est  pas 
inférieure  à  la  seconde. 

Quand  deux  fractions  sont  égales,  leur  différence  est  nulle. 

52.  Multiplication.  —  Le  produit  de  .  par  est,  par  défi- 
nition, égal  à     =•  Le  produit  deplusde  deux  fractions,  ;  >     •    . — 

D         cd  r  '  '  0    a   j 

est,  par  dé-finition,  égal  à  -,       *  *  '  • 

l"(l  •  ■  ■ 

Il  est  indépendant  de  Tordre  dv>  facteurs.  On  en  déduit  les 
mêmes  conséquences  que  pour  les  nombres  entiers.  Le  théorème 
du  n"  15  s'applique  aussi  aux  nombres  fractionnaires. 

Les  règle-  de  calcul  relatives  aux  polynômes  s'appliquent  doin 
aussi  aux  nombres  fractionnaires. 

53.  Division.        <  >n  appelle  quotient  «le   deux  fractions  nn< 

fraction  qui,  multipliée  par  la  see<uide .  donne  un  piodui 
à  la  première . 

Le  quotient  de  '   par  -,  est  égal  à       •  En  effet,  si  l'on  multiplie 
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c  cid  ^*c  c 

cette  dernière  fraction  par    -,  on  retrouve    .       — .  ou,   en  simph- 

1        d  oc  x  a        '  ' 

inint.    :  • 

h 

54.    Rt  marque.  —  Celle  règle  s'applique  aux  nombres  enli    i  - 
qui  -ont  des  cas  particuliers  des  fractions.  Le  quotient  de  a  par  A. 

c'est-à-dire  de  -  par  ->  est  donc  égal  à  T  • 
i  l       i  0 

Donc,  par  V introduction  des  nombres  fractionnaires  dans  le 

calcul,  la  division  exacte  d'un  nombre  entier  a  par  un  nombre 

entier  b  est  une  opération  toujours  possible,  le  quotient  <:/>/nt 

égal  a  .  • 
°  b 

5o.    Elévation  aux  puissances.  —  L'élévation  aux  puissances 
n'est  qu'un  cas  particulier  de  la  multiplication, 


(!)' 


b"1 


56.  Extraction  des  racines.  —  La  racine  mieme  d'une  fraction 
est  une  autre  fraction  qui,  élevée  à  la  puissance  mième,  reproduit 
la  première. 

La  fraction  donnée  peut  être  supposée  réduite  à  sa  plus  simple 
expression. 

Si,  alors,  elle  a  ses  deux  termes  mièmes  puissances  parfaites,  on 
obtient  évidemment  sa  racine  mieme  en  extrayant  les  racines  ///""" 
de  ses  deux  termes. 

Si,  au  contraire,  la  fraction  réduite  à  sa  plus  simple  expression 
n'a  pas  ses  deux  termes  puissances  mièmes  parfaites,  elle  n'a  pas  de 
racine  mième. 

En  effet,  quand  une  fraction  irréductible  j  a  une  racine  m 

on  peut  supposer  cette  dernière  réduite  à  sa  plus  simple  expres- 

sion,  soit  -?;  et  1  on  a 

a  _  c"1 

b  ~  dm  ' 

Mais  c  et  d  étant  premiers  entre  eux,  cm  et  d"1  le  sonl  aussi  (n 
Donc  -jjjj  est  une  fraction  irréductible.   Les  deux  fractions  irré- 
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ductibles  7  et  (/    étant  égales  sont  identiques.  Donc 


a  —  c"1, 


Donc  a  et  b  sont  des  puissances  mièmes  parfaites. 

57.  En  particulier,  un  nombre  entier  a.  est  une  fraction  irré- 
ductible dont  le  dénominateur  i  esl  une  puissance  ///"""'  parfaite. 

Donc  un  nombre  entier  qui  n'est  pas  la  puissance  mième  d'un 
nombre  entier  n'est  pas  non  plus  la  puissance  ///"'""'  d'une 
fraction. 

58.  Fractions  décimales.  -  On  appelle  fraction  décimale  une 
fraction  dont  le  dénominateur  esl  une  puissance  de  10. 

L'importance  pratique  de  ces  fractions  résulte  de  ce  qu'on 
peut  les  former  et  les  écrire  «l'une  façon  analogue  à  celle  dont 
sont  formés  et  écrits  les  nombres  entiers.  On  peut  en  effet  décom- 
poser une  fraction  décimale  en  un  nombre  entier,  et  en  la 
somme  de  fractions  décimales  ayant  pour  dénominateurs  les 

puissances  successives  <le  io  Ct  pour  numérateurs  des  nombres 
plus  petits  que  io. 
Exemple  : 

32687  _  3a  000         5oo  80  -  5  8- 

1000  1000         1000    '    1000        1000  io        100  "*"  1000" 


D'où  il  s'ensuit  une  écriture  analogue  à  celle  des  nombres 
entiers,  la  fraction  précédente,  par  exemple,  s'écrivanl 

12,587. 

Il  en  résulte  pour  les  opérations  sur  1rs  fractions  décimales,  des 
règles  analogues  à  celles  des  opérations  sur  les  nombres  entiers,  et 
sur  lesquelles  nous  n'insisterons  p.is. 

59.   <  )n  remarquera  à  ce  propos  que  la  somme,   la  différence, 

le  produit  de  fractions  décimales  sont  des  fractions  décimales, 
mais  qu'il  n'en    est   pas   de   même,  en  général,    du  quotient   de 

deux  telles  fractions. 
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En  effet,  le  quotient   des  deux  fractions  — '■'- — et— —  —  >  par 

1  IOOOO  IOOOOO       l 


exemple,  esl 


'{»-  X    IOOOOO                    1  270 
■ OU        —• 

<)  i  ! 4  x  îoooo  g  1 34 


Il  se  présente  sous  forme  de  fraction  ordinaire.  Or  une  fraction 
ordinaire  n'esl  pas,  en  général,  réductible  à  une  fraction  décimale, 
car  : 

GO.  La  condition  nécessaire  et  suffisante  pour  qu  une  frac- 
tion ordinaire  suit  réductible  en  décimales  est  que,  cette  frac- 
tion étant  réduite  à  sa  plus  simple  expression,  son  dénomina- 
teur ne  contienne  que  les  facteurs  premiers  2  ou  5. 

Car  si  y-  = >  r  étant  irréductible,  10^  est  un  multiple  de  b. 

b         \oi>     b  l 

Donc  b  ne  contient  que  les  facteurs  premiers  2  ou  5. 

Réciproquement,  soit  une  fraction  — —  • 

Si  y.  =  [3,  cette  fraction  est  décimale. 

Si  a  et  ^  sont  différents,  supposons  a  <<  [i  pour  fixer  les  idées  : 

a  a.2P-a        rt.2?-a 


««5P  2Ê5P  10P 

61.  Evaluation  d'un  nombre  fractionnaire  à  une  certaine 
approximation.  —  Ainsi  une  fraction  n'est  pas  en  général  réduc- 
tible en  décimales. 

Mais  il  existe  en  tout  cas  des  nombres  décimaux  qui  sont  dans 
une  relation  simple  avec  cette  fraction.  Nous  voulons  parler  de  ses 
valeurs  approchées  décimales. 

On  appelle  valeur  approchée  d'un  nombre  fractionnaire  à  une 
unité,  un  dixième,  un  centième,  etc.,  près,  le  plus  grand  nombre 
d'unités,  de  dixièmes,  de  centièmes,  etc.,  contenus  dans  ce 
nombre. 

62,  Règle.  —  Pour  obtenir  la  valeur  approchée  d'un  nombre 
fractionnaire,  à  une  unité,  un  dixième,  un  centième,  etc.,  près. 
on  multiplie  son  numérateur  par  1,  10,  100,  etc.,  on  cherche 
le  quotient  et  une  unité  près  du  produit  obtenu  pur  le  dénomi- 
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mil r h r  de  la  fract i<m .  enfin  <>//  divise  ce  quotient  par  i.   to, 
100,  etc. 


En  effet,  ><»it  la  fraction       à  évaluera         près.  <  >n  a 

7  [00  ' 

■  I  I     -  ■>,, 
d'où 

22  '!  I  j  2 


;  ioo        7  x  ioo 

Or  2  est  plus  petit  que  ~ . 

I>(ui(    _  esl  plus  petit  que  i,  et  par  suite  ^TT-    -  est  plus  petit 

que 

Donc  ; — '  esl  la  valeur  approchée  de       à         près. 

ioo  ■  '  7        ioo  l 

Définition.  -  On  dit  qu'un  nombre  variable  a  tend  vers  une 
limite  fixe  \,  lorsque  la  différence  entre  a  et  A  peut  devenir  et 
rester  plus  petite  que  n'importe  quel  nombre  donné  fixe. 

Remarque.  —  Si  l'on  considère  les  valeurs  approchées  d'un 
nombre  à  une  unité,  un  dixième,  un  centième,  etc.,  près,  ces 
valeur-  diffèrent  d<-  moins  en  moins  de  co  nombre.  On  voit  qu'elles 
tendent  vers  ce  nombre.  Leurs  numérateurs  Miccessifs  obéissent 
d'ailleurs  à  une  loi  simple,  dont  nous  parlerons  plu>  tard. 

I  aleur  approchée  /mr  excès.  -  Les  valeurs  approchées  « | u < 
nous  venons  de  définir  sont  des  valeurs  par  défaut.  <)n  appelle 
valeur  approchée  à  une  unité,  un  dixième,  un  centième]  etc.,  près 
par  excès,  la  valeur  précédente  augmentée  de  une  unité  ou  un 
dixième,  ou  un  centième,  etc.  Ces  valeurs  par  excès  sonl  plus 
grandes  que  le  nombre  fractionnaire  :  elles  tendent  égalemenl  vers 
ce  nombre. 

63.  /  aleur  approchée  à  —  près.  Voici  une  généralisation 
immédiate  des  notion-  précédentes  :  On  (//>/>(■//<■  valeur  ap- 
prochée par  défaut  à  près  d'un  nombre  le  plus  grand  mul- 
tiple de     contenu  dans  ce  nombre. 

II  est  facile  de  voir  que  pour  obtenir  /</  valeur  par  défaut 
d'un  nombre  à     près,  il  suffit  de  multiplier  ce  nombre  par  -,. 
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d'évaluer  le  nombre  obtenu  à  une  unité  près,  et  de  multiplier 

le  résultat  obtenu  par  — • 
r       9 

La  valeur  par  excès  à  —  près  esl  égale,  par  définition,  à  la  pré- 
cédente augmentée  de  —  • 
6  q 

64.  Racine  mième  d'un  nombre  fractionnaire  à  une  certaine 
approximation.  —  On  appelle  racine  mième  approchée  à  —  près, 

par  défaut  d'un  nombre,  le  plus  grand  multiple  de  —  dont  la 
puissance  mième  soit  contenue  dans  ce  nombre. 

En  particulier,  la  racine  mume  à  une  unité  près  par  défaut  d'un 
nombre  a  est  le  plus  grand  nombre  entier  dont  la  puissance  m"'""' 
soit  contenue  dans  le  nombre  a. 

Dans  le  cas  où  le  nombre  a  est  entier,  sa  racine  mxeme  à  une 
unité  près  a  été  définie  déjà  au  n°  20.  Nous  avons  rappelé  au 
n°  24  qu'il  existe  un  procédé  simple  pour  obtenir  cette  racine. 

Si  le  nombre  donné  est  fractionnaire,  sa  racine  mieme  à  une 
unité  près  s'obtient  en  extrayant  la  racine  mieme  à  une  unité  près 
de  sa  partie  entière.  Par  exemple  4>  qui  est  la  racine  cubique  à  une 
unité  près  du  nombre  71,  est  aussi  la  racine  cubique  à  une  unité 
près  du  nombre  71  +  7;  car  le  cube  de  (4  -f-  1)  étant  entier  et  dé- 
passant 7 1  dépasse  aussi  71-7-7- 

Enfin  la  recherche  de  la  racine  m1"11''  à  '   près  se  ramène  à  celle 

9  ' 

de  la  racine   mième  à  une  unité   près.  En  effet,  soit  j  le  nombre 

donné,  soit  x  —  sa  racine  mKme  à  —  près. 
q  q  r 

x  est  défini  par  les  inégalités 


(•$)"**<[<"•>*] 


b  pm      v 

T\  1  •  ■       >  >  I  1  '"/' 

Donc  x  est  Ja  racine  mieme  a  une  unité  près  <lu   nombre  y-- 
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(  )n  voit  que  :  pour  obtenir  In  racine  m"""'  à  /;  pris  d'un 

7 

nombre  -,  ■  il  faut  multiplier  ce  nombre  pur  '-—•  extraire  In 

b        ■'  '  '        jj"' 

racine  mième  à  une  unité  près  du  résultat  et  multiplier  le 

nombre  trouvé  par     ■ 

<i 

La  racine  m"""'  à       près  />"/■  excès  est,  par  définition,  le 

nombre  qu'on  rient  de  trouver,  augmenté  de  -• 

q 

Dans  la  pratique,  <>n  ;i  surtout  à  considérer  les  racines  ///"'",  ;'i 

iii 

—  ,  — , ,  -  •  •  près. 

III       ÎOO       IOOO  ' 

Si  Ton  calcule  la  suite  des  racines  mlèmes  d'un  nombre  -r  à  — > 

b      10 

--■>  >  •••  près,  plus  généralement   l;i  suite  des  racines  //>'"" 

lOO       IOOO  '  l  D 

d'un  nombre  à  '  -j  ''  -  --,,  •  •••  près,  la  suite  des  nombres  ^-,  ^, 

'/     q     v  I  q     q 


P_ 

q' 

les  puissances  /nièmes  tendent  vers  . 


:■>  •••  tendant  vers  zéro:  on  obtient  une  suite  de  nombres  dont 
7 
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CHAPITRE  II. 

COMPLÉMENTS    AUX    THÉORIES    ÉLÉMENTAIRES. 


§  I.  —  Diviseurs  d'un  nombre.  Fonctions  symétriques 
de  ces  diviseurs. 

65.  Problème.  —  Former  tous  les  diviseurs  d' un  nombre. 

Soit  le  nombre  n  décomposé  en  facteurs  premiers 

n  =  a«6PcY.  .  .l\ 

Considérons  le  tableau  suivant  : 


(') 


1      a 

a"-     . 

a* 

1      b 

b"-     . 

.     6P 

1     c 

c2 

cY 

l     P     ...     A 


Multiplions  chacun  des  nombres  de  la  première  ligne  par  cha- 
cun des  nombres  de  la  seconde  ligne;  multiplions  chacun  des 
résultats  obtenus  par  chacun  des  nombres  de  la  troisième  ligne, 
et  ainsi  de  suite.  Finalement,  nous  obtenons  un  certain  nombre 
de  produits.  Ces  produits  sont  les  diviseurs  demandés. 

En  effet  : 

1"  Tous  ces  produits  sont  diviseurs  de  n;  car,  d'après  la 
façon  dont  ils  ont  été  formés,  ils  ne  contiennent  que  les  facteurs 
premiers  <r/,  b,  .  .  . ,  /,  et  avec  des  exposants  au  plus  égaux  à  ceux 
qu'ils  ont  dans  le  nombre  //  : 

20   Tous  les  diviseurs  de  n  sont  obtenus  ainsi.  En  effet,  soil 

le  diviseur 

a*'cY'...A'         (a'L'z,  P'<p,  ...,  X":X)- 

On  l'a  formé,  car  on  a  pris  tous  les  nombres  de  la  première 
ligne    du   tableau  (i),    en   particulier  a"'.    Ce   nombre   aa'  a   été 
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multiplié  par  tous  le^  nombres  de  la  seconde  ligne,  «m  particulier 
par  i,  ce  qui  a  donné  comme  produit  aa'.  Ce  produit  a"'  a  été 
multiplié  par  tous  les  nombres  de  la  troisième  ligne,  en  particu- 
lier par  '-.'',  ce  qui  a  donné  comme  produit  <i'1'  <■':' .  ci  ainsi  île  suite. 
En  définitive,  le  diviseur  a*' et' .  .  ./'  a  été  formé; 

3  Deux  des  diviseurs  obtenus  sont  différents,  car  ils  diffèrenl 
au  moins  par  le  facteur  choisi  dans  une  ligne  du  tableau  (i).  Or 
deux  |>i  «  h  lui  i-<  de  lac  leurs  premiers  ne  peuvent  être  égaux  que  s'ils 
sont  idenl iques. 

En  résumé,  on  a  bien  formé  ions  les  diviseurs  «lu  nombre  /?, 

chaCUD  d'eux   une  l'ois  seulement. 

66.  Nombre  des  diviseurs  d'un  nombre.  —  Dans  la  première 
ligne  du  tableau  (i)  il  y  a  (a  -- i)  nombres.  Chacun  de  ces 
nombres,  multiplié  par  les  f|j-f  i)  nombres  de  la  seconde  ligne, 
donne  |  P  i  )  produits  ;  en  tout  (a  -h  i)  (  fi  -h  i)  produits.  Chacun 
d'eux,  multiplié  par  les  -•  - 1)  nombres  de  la  troisième  ligne,  donne 
(y-i-i)  produits;  en  tout  (a  —  i)  (fi  4-  1)  (y -- i)  produits,  etc. 
En  tout  il  3   a  «l«i ne 

(a-hi)(pH-i)...(X+i) 

diviseurs  du  nombre  n. 

67.  Somme  des  diviseurs  d' un  nombre.  —  Additionnons  les 
nombres  contenus  dans  chacune  des  lignes  du  tableau  «  i  .  Mous 

obtenons  les  sommes 

H-a-t-a*        .      -a*,  i       b    -  A-'      ...    -  h'> 

i      ./H-...-I-  A. 

Ensuite,  faisons  le  produit  de  ces  sommes.  Pour  cela,  il  faut 
multiplier  chaque  terme  de  la  première  par  chaque  terjne  <  1  «  -  la 
seconde,  puis  chacun  des  résultats  obtenus  par  chacun  des  termes 
de  la  troisième  ligne,  et  ainsi  de  suite.  On  voit  donc  que  les  termes 
du  produit  obtenu  sonl  justemenl  les  diviseurs  de  //.  La  somme 
oherchée  est  «loue  égale  à  ce  produit,  c'est-à-dire  à 

a  +  a2  +  ...  +  a*)(i  +  4  +  62  +  ...  +  6?)...;i       I      ...       />•), 

c'est-â-dire  à 

o«+1- 1  6P+I      i         A+'      « 
a  —  i         b  —  i  /       i 


FONCTIONS    SYMÉTRIQUES    DES    DIVISEURS    D'UN    NOMBRE.  3l 

C8.   Somme  des  puissances  piémes  des  diviseurs  d'un  nombre; 

/'millions  symétriques  des  diviseurs  d'un  nombre.  —  La 
somme  des  puissances  p,r""'s  des  diviseurs  du  nombre  n  csl  évi- 
demmenl  égale  à 

(ip  -haï1-  aiP-h...-\-a*P)(iP-hbP-\-b*P-+-..:-*-b$P)...(i-hlP-i-...-hfip), 
c'est-à-dire  à 

a«*+-l)p_j    //,3-iV— i  /(X+D/j—, 


ai'—  i  6  —  i  l—  i 

Sachant  calculer  les  sommes  des  puissances  semblables  des  di- 
viseurs d'un  nombre,  on  sait  calculer  les  fonctions  symétriques 
rationnelles  quelconques  de  ces  diviseurs. 

09.  Produit  des  diviseurs  a" un  nombre.  —  Soient 
(2)  1,     d,     d',     . .  .,     n 

tous  les  diviseurs  d'un  nombre. 

Considérons  les  diviseurs  complémentaires  : 

„  n        n        n  n 

(  i  )  —  >      -3  j      -j7  >       •  •  •  j 

1        d       d  n 

Les  diviseurs  de  la  suite  (3)  sont  en  même  nombre  que  ceux  de 
la  suite  (2);  d'ailleurs  deux  quelconques  d'entre  eux  sont  diffé- 
rents. Par  conséquent  la  suite  (3)  contient,  comme  la  suite  (2), 
tous  les  diviseurs  de  n.  On  a  donc,  en  appelant  P  le  produit 
cherché 

P  =  i.d.d' ...  n 
et 

n    n    n  n 

1     d   d'         n 

Faisons  le  produit  de  ces  deux  égalités  et  remarquons  qu'il 
y  a,  dans  chacun  des  seconds  membres,  (a-f-i)((3-|-i)...(X-f-i) 
facteurs  ;  il  vient 

ps  =  re(a-t-U(p+i)...0H-i) 
d'où 


P  =  y//t(a+D(p-hU...0.+  n. 
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§.  II.  —  Théorie  de  l'indicateur.  Indicateurs  des  différents  ordres 

70.  <  >n  appelle  indicateur  d'un  nombre  //  et  l'on  désigne  par 
o(n)  le  nombre  des  nombres  non  supérieurs  à  n  et  premiers 
ai  ec  lui  ('  ). 

Il  résulte  de  la  définition  que  p(i)     ;  •  • 

71.  Cherchons  l'expression  générale  de  ®(w). 
Soit  n  =  aa6P  .../'.  Supposons  écrits  les  nombres 

(4)  i,    ■>,     . ..,    n\ 

clans  cette  suite  barrons  successivemenl  les  nombres  divisibles 
par  a,  puis  ceux  divisibles  par  h.  etc.;  barrons  enfin  tous  les 
nombres  divisibles  par  /;  nous  aurons  ainsi  barré  ions  les  nombres 
de  la  suite  non  premiers  a\ec  n  et  il  ne  restera  plus  qu'à  voir 
combien  il  rôle  de  nombres  dans  la  suite. 

Or  les  nombres  de  la  suite  <li\  isibles  par  a  sont  : 

a.       >n,       >  <7 -  n; 

a 

leur  nombre  csl  ■-■>  et  quand  ils  sont  barrés  il  reste 


n =  n  l  i ).  nombres. 

a  \         a  I 

Les  nombres  de  la  suite  divisibles  par  b  sont  de  même 

(5)  h.     >l> "-b. 

Mais  certains  onl  d£jà  été  barrés  comme  multiples  <1«'  a:  il  faul 
donc  commencer  par  barrer  les  multiples  de  a  de  la  suite  i 

Or  soil  kb  un  nombre  de  la  suite  (5)  :  pi  nu-  qu'il  soit  divisible 
par  a,  il  faut  et  il  suffit  (  a  et  b  étant  premiers  cuire  eux  |  que  / 

Miil    (li\  isililc    p;n-   a. 

Donc  pour  compter  combien  il  restera  de  nombres  delà  suite  (5) 


(  '  )  si  l'on  définissait  <p(n)  comme  le  nombre  des  nombres  plus  petits  que  n 
el  premiers  avec  lui,  on  aurait  y(i)  o,  tandis  qu'avec  la  définition  du  ic  \t<- 
•  ■n  ,i  p(i)  =  i. 
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quand  on  aura  barré  les  multiples  de  6,  il  suffit  de  résoudre  le 
même  problème  pour  la  suite 


Or,  d'après  ce  qu'on  vient  de  dire,  si  dans  cette  suite  on  barre 
les  multiples  de  a,  il  reste 

r  (  i )  nombres. 

b  \         a] 

Ce  sont  ces  nombres  qu'il  faut  barrer  dans  les  n(\ 

restent  de  la  suite  (4).  H  en  restera  donc 


»(-=W(-£) 


ou 

et  ainsi  de  suite.  Finalement,  quand  on  aura  barré  de  la  suite  (4) 
les  multiples  de  «,  de  b,  . . .,  de  /,  il  restera 

(6)  y(n)=n(i—  M  ^i  -  ij-'i*  -Jj  nombres. 

72.  Remarque  I.  —  Si  n  est  premier  o(n)  =  n — i.  C'est 
évident  àpriori,  et  c'est  d'accord  avec  la  formule  (6). 

73.  Remarque  II.  —  riin)  est  P3*1"  a  moins  que  n  =  i.  En 
effet,  à  tout  nombre  k  premier  avec  n,  correspond  le  nombre  n  —  k 
qui  est  aussi  premier  avec  /?..  D'ailleurs  on  ne  peut  avoir  k  =  n  —  k 

que  si  k  =  -•  Mais  -  n'est  premier  avec  n  que  si  n  =  i.  Donc,  ce 

cas  écarté,  on  voit  que  les  nombres  premiers  à  n  vont  par  couple-. 
Donc  leur  nombre  est  pair.  Cela  d'ailleurs  résulte  aussi  très  faci- 
lement de  la  formule  (6). 

74.  Théorème.  —  n  et  n!  étant  premiers  entre  eux,  on  a 

o(n)  o(n')  =  o(nn'). 

En  effet,  soient 

n  =  a«6P...  l\ 

n'-a'*b"ï  ...  n\ 
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les  deux  nombres  n  el  "'  n'ayanl   pas  <lc  facteurs  premiers  com- 
muns, on  a 

un'  =  z*b?  ..  .  0  a'«'è'P'.  ..  /"'  '. 

comme  décomposition  de  nnl  en  facteurs  premiers. 
On  a  donc 

,(.,-.(-1)  (,_■). ..(,-!), 
T(„r>_«,(,_i)  (,_$)...(,_  •)(,_£). ..(,_»). 

Donc 

y(nn')  =  (p(/i)<p(n'). 

78.  Théorème.   —  Z-a  somme  des  indicateurs  des  diviseurs 
d'un  nombre  est  égale  à  ce  nombre. 

En  effet.,  considérons  le  produit 

[<p(i)+<p(a)+T(a»)-H...-H<p(a«)][(p(i)-H-<p(ô)+...+  <p(ôP)]...[<p(i)+<p(0-H...H-?(A)]. 

-utfr'lû  Si  l'on  multiplie  un  terme  de  la  première  somme  par  un  terme 
de  la  seconde,  par  exemple  tp(am)  par  o(bP),  am  et  bP  étant  pre- 
miers entre  eux,  on  obtient  y(ambP).  Multipliant  ce  produit  par 
un  terme  de  la  troisième  ligne  o(c^),  on  obtient  <p(ar"bPci)  et 
ainsi  de  suite.  On  voit  donc  que  le  produit  indiqué  est  égal  à  la 
somme  des  indicateurs  des  diviseurs  du  nombre  n.  Or 

?(0  ■+-  '?(«)  -+-  ?(a2)-*"-  ■•-+-  '?(«*) 

=  i  -+-  a  (  i )  -+-  «2  (  i )  -+-...  -h  a"a  (  i J 

a)  \        a)  \        a) 

i  -+-     i (a  -+-  a2-*-. .  .-h  a«)  =  i  -i x  =  a" 

\        a)  a  — i  a 

De  même 

<p(l)-4-<p(Ô)H-...4-<p(6P)=:6P..., 

etc. 

Donc  le  produit  indiqué  est  égal  à 

a«6P...  A. 

c'est-à-dire  à  />. 
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76.  Vu  l'importance  de  ce  théorème,  nous  allons  en  donner  une 
seconde  démonstration. 

Soitd  un  diviseur  de  n.  Cherchons  combien  il  y  a  de  nombres 
plus  petits  que  n  et  ayant  avec  n,  comme  plus  grand  com- 
mun divisa//-,  le  nombre  d. 

Soit  a  uu  nombre  plus  petit  que  n  et  tel  que  le  plus  grand 

commun  diviseur  de  a  cl  de  n  soit  d.  Par  suite,  a'  =  -.  est  plus 
petit  que  -  et  est  premier  avec  Lui. 

lu'ciproquement,  soit  a'  un  nombre  plus  petit  que  -.  et  premier 

avec  lui  ;  a'd  sera  plus  petit  que  n,  et  aura  avec  lui  d  comme  plus 
grand  commun  diviseur. 

Donc  le  nombre  cherché  est  égal  au  nombre  des  nombres  plus 

petits  que  -.  et  premiers  avec  lui,  c'est-à-dire  àoh   ■ 

Ceci  posé,  soient  1 ,  d,  df,  . . .,  n  les  diviseurs  de  n. 

Parmi  les  nombres  i,  2,  3,  . .  .,  n  non  supérieurs  à  «,  il  y  en  a 

cp  (  —  )    qui  ont  avec  n  le  nombre     1     pour  plus  grand  commun  diviseur. 


»(3) 


d 
d' 


n 

?' 


D'ailleurs  tous  les  nombres  1,  ?.,  ...,/i  se  trouvent  dans  l'énu- 
méralion  précédente.  On  a  donc 


»(rM5)  +  t(7)--+*(S) 


n     n     n 


ou,   puisque  les  nombres  ->  -j»  -p>  •  •  •  >  —  ne  sont  autres  que  les 
nombres  1 ,  d,  d',  . . . ,  n  (n"  C9), 

ç(i)  -f-o(rf)  -+-  <f(d')  -f-. .  .-hç(ifc)  =  n. 

Remarque.  —  Généralisation  de  la  remarque  du  n°  38  ofe  /a 
première  Partie.  —  Soit  /i  un  nombre,  a,,  a2, ...,  a?(/,j  les  nombres 
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plus  petits  que  //  <•!  premiers  avec  lui.  Tout  nombre  premier  esl  de 

l'une  des  formes  ////  +  a,,  lui  —  v., ////-+-  v.z  /,  .  n  étant  un 

nombre  entier. 


77.  Indicateurs  des  différents  ordres.  —  La  théorie  de  l'in- 
dicateur se  généralise  de  La  façon  suivante  : 

On  appelle  indicateur  du  //"'"  ordre  le  nombre  de  groupes  de 
p  nombres,  tous  non  supérieurs  à  n,  et  tels  que  ces  p  nombres 
et  n  soient  premiers  dans  leur  ensemble.  On  peut  encore  définir 
ces  groupes,  en  disant  que  ce  sont  les  groupes  de  p  nombres,  tous 
non  supérieurs  à  n  et  tels  que  leur  plus  grand  commun  divi- 
seur soit  premier  mec  n.  Désignons  ce  nombre  par  3p(n). 

On  a 

•r/,u)  =  i. 

Cherchons  l'expression  générale  de  op(n). 

Soit  n  =  arj- lïï  . . .  P.  Supposons  écrits  tous  les  groupes  de 
p  nombres  non  supérieurs  à  //.  Ces  groupes  sont  au  nombre  de  nP. 
Barrons  successivement  les  groupes  dans  lesquels  tous  les  nombres 
sont  divisibles  par  «,  puis  ceux  dans  lesquels  tous  les  nombres 
sont  divisibles  par  b,  etc. 

Or,  les  nombres  non  supérieurs  à  n,  et  divisibles  par  a,  sont 

•>  •     " 

a,     -au,     sa,     ....     — 

Ils    sont    au    nombre    de   -   et  peuvent  former  (  —  )     groupes 

de/?  nombres. 

Donc,  si  L'on  barre  ces  groupes,  il  reste 


/  n\P 
~)     groupes. 


lU'l  I 


Le    raisonnement    se    continue    comme    on    l'a   fait  plus  haut 
pour  f(/z),  et  l'on  trouve 


*,.(>» --""(■-„,; ■-?,,  ••■  ■ 


A 


DÉC0MP.  EN  i  PRÏ-'IIERS  I)L;  PRODUIT    TïES    II    PREMIERS    NOMBRES.       -V 

Nous  nous  contenterons  d'énoncer  les  théorèmes  suivants  : 

I.  Si  11  est  premier, 

°/>(n)  =  nP —  '  • 

II.  ®p(n)  est  pair,  à  moins  que  n  =  i. 

III.  n  et  n'  étant  premiers  entre  eux 

?p(7l)?p(n')  =  ?i>(11'1')- 

IV.  La  somme  des  indicateurs  du  pième  ordre  des  diviseurs 
de  n  est  égale  à  n'' . 

Tous  ces  théorèmes  se  démontrent  comme  les  llicorùmcs  ana- 
logues sur  l'indicateur  du  premier  ordre  ('). 


§  III.  —  Décomposition  en  facteurs  premiers  du  produit 
des  n  premiers  nombres.  Applications. 

79.  Problème.  — Le  produit  des  n  premiers  nombres  étant 
supposé  décomposé  en  facteurs  premiers,  quel  est  V exposant 
du  facteur  premier  p  dans  ce  produit? 

Parmi  les  nombres  de  i  à  n,  ceux  qui  contiennent  le  facteur 
premier/?  sont  les  nombres 

i.p,     i.p,     3.P,     ...,     E^J.p, 


leur  nombre  est  E( 

Mais  certains  de  ces  nombres  contiennent  le  facteur  premier  p 
élevé  au  carré,  ce  sont  les  nombres 


•/'- 


!./>«,     i.p*-,     3./>2,     ...,     E(^j 
leur  nombre  est  E  (   -    )  • 


(')  L'indicateur  du  premier  ordre  a  de  nombreuses  applications  :  à  la  théorie 
des  équations  binômes,  à  celle  de  la  division  du  cercle,  etc. 

L'indicateur  du  second  ordre  s'est  rencontré  dans  la  théorie  des  fonctions  mo- 
dulaires elliptiques  {voir,  par  exemple  :  Vorlesungen  Hier  die  Théorie  derellip- 
tischen  Modulfunctionen  de  Klein,  publié  par  Fricke).  Nous  le  rencontrerons 
plus  loin  dans  la  théorie  des  substitutions  linéaires. 
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De  même  le  nombre  des  nombres  de  i  à  n  qui  contiennent  le 

facteur  p*  est  E  (  —^  \  et  ainsi  de  suite. 

On  voit  que  le  facteur  premier  p  est  contenu  dans  le  produit 
proposé  un  nombre  de  fois  ('gai  à 


,:,;;,    .(•)   ...   E(. 


p'x  étant  la  plus  liante  puissance  de  p,  non  supérieure  à  n,  c'est- 
à-dire,  y.  étant  tel  que 

On  peut  d'ailleurs  remplacer  la  somme  précédente  par 
E(  —  )       E|    -«)-<-•■•  (indéfiniment), 

puisque  tous  les  termes  qui  suivent  E(    a  )  sont  nuls. 

80.  Appliquons  ce  résultat  à  la  démonstration  du  théorème 
suivant  : 

Le  produit  de  n  nombres  consécutifs  est  divisible  par  /<•  pro- 
duit des  n  premiers  nombres. 

Ainsi  (m  -+-  i)  (m  +  2).  .  .(m  -+-  n)  est  divisible  par  n  !  (//  !  re- 
présentant comme  à  l'ordinaire  le  produit  îles  n  premiers  nombres). 

En  effet,  nous  allons  montrer  que  tout  facteur  premier  //  esl 
contenu  dans  le  premier  de  ces  produits  avec  un  exposant  au 
moin>  ('gai  à  celui  avec  lequel  il  est  contenu  dans  le  second. 

L'exposant  de  p  dans  le  second  produit  est 


?)    ' 


Pour  trouver  l'exposant  de  p  dans  le  premier  produit,  remar- 
quons que  ce  produit  peut  s'écrire 

( m  h    n)\ 

m  : 
Donc  l'exposant  cher<  hé  est 

^H(^)+---E(?)-E($  - 


DÉCOMP.   EN  FACTEURS  PREMIERS  DU  PRODUIT    DES    H    PREMIERS    NOMBRES.       3o, 

On  a  donc  à  montrer  que 


Hj) 


ElA 


Pour  cela,  il  suffît  de  montrer  que  chacun  des  termes  du  premier 
membre  est  plus  grand  que  chacun  des  termes  du  second,  et  pour 
cela,  enfin,  il  suffît  de  montrer  que,  K  étant  un  nombre  quelconque, 

(7)  e(2+*)-*(Z)zr(Ï 


O 


r  on  a 


K     7         V  K  7  ~     V  K 


-  >E 
K-     VK 


k=e(k 


Donc 


Donc,  puisque  le  second  membre  est  entier, 

.(=^)*«(S)+.(Î). 

co  qui  revient  à  l'inégalité  (7). 

81.  Autre  démonstration  de  ce  théorème.  —  Une  autre 
démonstration  du  théorème  précédent  repose  sur  l'identité  facile 
à  vérifier 

(m  -+- 1 )  (m  -r- 1) . .  .(m  -+■  n)  =  m  (m  -+- 1 ) .  .  .(m  -+-  n  —  i) 

-H  n  (m  -+-  i)(/n  -+-  2). .  .(m  -+■  n  —  i). 

Pour  démontrer  que  le  premier  membre  est  divisible  par  n  ! ,  il 
suffit  de  prouver  que  m(m  +  i)...(m  +  n  —  î)  est  divisible 
par  n\  et  que  (m  -f- 1)  (m  -+-  2). .  .(/>*  +n  —  1)  est  di\  isible  par 
(n  —  1)!;  c'est-à-dire  qu'on  esl  ramené  au  même  théorème  que 


\ 


.  .  II.  — 

colin 

par  //  —  i .  (  )u  voil  que,  de  proche  en  proche,  on  est  ramené 
iilions  é\ identes  (' ). 


§  IV.   —  Des  nombres  entiers  ou  fractionnaires  négatifs. 

<X:2.  Nous  supposons  que  le  lecteur  connaît  la  définition  cl  les 
règles  du  calcul  des  nombres  négal 

En  particulier,  >i  l'on  considère  des  nombres  entiers  négatifs, 
quelles  sont  les  propriétés  démontrées  jusqu'à  ma  in  tenant  pour  les 
entiers  positifs,  qui  peuvent  s'appliquer  à  ces  nouveaux  nombres? 

Les  définitions  de  multiple,  diviseur,  subsistent  sans  change- 
ment . 

. 

83.  Des  restes  négatifs.  —  Soient  a  et  b  deux  nombres, 
a  n'étant  pas  di\  isible  par  b.  11  y  a  deux  multiples  consécutifs  de  b 
(|ui  comprennent  <i.  soient  qb  d  {q  4-  i)b,  et  l'on  peu!  écrire 

a  —  qb       /'. 
ou 

a  —  (q  ■+-  i)b  —  /■', 

/•  el  /•'  étant  positifs  et  plus  petits  que  b.  La  «quantité  r'  peut  s'ap- 
p<  1er  un  reste  négatif. 

Reste  minimum.  —  Entre  les  nombres  /•  et  /•'  on  a  la  relation 

/•-+-  /•'=  l>. 

Il  \  .i  doue  en  général  un  des  dcu\  nombres  /•,  r'  qui  esl  plus 

b 
petit  que  -• 


(')   On    suit    que    ce    théorème    résulte    d'ailleurs    de    ce    que    l'expression 

(  m     - 1)  (  m -\- •>.)...(  m       n)  .  ,  ,  .      .  ,     . 
j représente  le  nombre  de  combinaisons  de  (m  -■   n) 

-  //  à  // . 
I-    lecteur  pourra  démontrer  les  théoré  nés  du  mé  "i\.int>  : 

'  ion  (mu  )'.  c.s7  divisible  par  l'expression  (m! )"(«!),  théorème  <|ne 

l'on  rencontre  dans  la  théorie  des  groupes  de  substitutions. 
L'expression   (  im)!(2n)l   est  divisible  par   l'expression   m\  n\  {m  +  n)h 

proposition  déduite  par  Catalan  de  certaines  formules  elliptiques. 


DES    N03I3UES 

Dans  le  cas  par;  J  b  est  pair  et  où  /•  =  -,  /■'  est 

.     ,  ,  b 
égal  a  -• 

En  définitive,  on  voit  qu'on  peut  toujours  écrire 

a  -    b  y 

p  étant  positif  ou  négatif,  niais  au  plus  égal  à  -  en  valeur  absolue. 

p  s'appelle  le  reste  minimum  de  la  division  de  a  par  b.  11  est 
déterminé,  excepté  quand,  b  étant  pair,  a  est  éq nidifièrent  de 
deux,  multiples  consécutifs  de  b   Dans  ce  cas,  le  reste  minimum 

est  îndilleremnicnl    ou 

2  2 


81.  Les  diviseurs  de  a  et  de  —  a  sont  identiques.  Dans  la  re- 
cherche des  communs  diviseurs  à  deux  nombres,  on  peut  donc 
toujours  opérer  sur  des  nombres  positifs. 

Le  nombre  —  i  doit  être  considéré  comme  une  nouvelle  unité. 

Les  nombres  négatifs  sont  décomposables,  et  d'une  seule  façon, 
en  un  produit  de  facteurs  premiers  positifs,  multipliés  par  — i. 

Pour  que  cette  décomposition  ne  puisse  se  faire  que  d'une 
seule  façon,  il  faut  convenir  que  l'unité  —  i  n'est  jamais  élevée  à 
aucune  puissance. 

8o.  Nombres  fractionnaires  négatifs.  —  La  seule  remarque 
que  nous  ayons  à  faire  sur  ces  nombres  porte  sur  l'expression  sui- 
vante :  partie  entière  cV un  nombre  négatif.  D'une  façon  géné- 
rale, la  partie  entière  M  d'un  nombre  quelconque  m  est  délinie 

par  les  conditions 

M  1  m  <  M  +  i . 

On  voit  que  les  nombres  m  et  —  m  n'ont  pas  des  parties  entières 
égales  et  de  signes  contraires,  à  moins  que  m  ne  soit  entier.  Ainsi 
la  partie  entière  de  (7  +  f)  est  7  ;  celle  de  —  (-  +  |)  est  —  «S. 

A  et  B  étant  des  nombres  entiers  positifs  ou  négatifs,  la  partie 

entière  de  —  s'appelle  aussi  le  quotient  à  une  unité  près  de  77- 

Si  de  A  on  retranche  le  produit  par  P>  de  ce  quotient ,  on  trouve 
un  nombre  positif  que  nous  appellerons  reste  (à  moins  qu'on 
n'indique  spécialement  qu'on  veut  parler  d'un  reste  négatif). 
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i;  V.  —  Fractions  continues. 

8G.   On  agnelle  fraction  continue  une  expression  de  la  forme 

i 

y  =  «,  -i 


■'       •.  I 

•-t-  —  > 
d,i 

a  _. f/„  riant  des  nombres  entiers  positifs.  Quant  à  «,,  c'est 

un  enl ier  positif,  négatif  ou  nul. 

\miis  représenterons  aussi  cette  expression  par  la  notation  plus 
simple  [a1}  ai:  .  .  . ,  a„]. 

87.  Tonte  fraction  continue  est  égale  à  un  nombre  commensu- 
rable,  car  si  l'on  considère  les  nombres 

i                                  i 
Y\  =  a,i,        y»  =  a,i-\  h »         J3  =  ««-2  H »  •  ■  •  > 

ri  J>2 

7«=  «I  +  - — » 

le  dernier  de  ces  nombres  n'est  autre  que  y.  Or,  le  premier  de  ces 
nombres  étant  commensurable,  le  second  y2  l'est  aussi,  puis^3, 
et  ainsi  de  suite. 

Réciproquement,  tout  nombre  commensurable  est  égal  à  une 
fraction  continue  et  à  une  seule. 

En  effet,  soit  un  nombre  commensurable  =  ;  cherchons  à  déter- 
miner des  entiers  a,,  a2 </„  positifs  à  partir  du  second,  de 

façon  que 

(8) 


13  -  Ul  + 

a3-H. 

i 

a, 

On  voit  que  '    doit  être  égal  à  '/,  plus  un  nombre  positif  plus 

petit  que  i .  Donc  at  est  le  quoi  ienl  à  une  unité  pris  de  A  par  B. 
as  étant  ainsi  déterminé,  on  lire  de  L'égalité  (8) 

I!  i 

=  a2  + 


A  —  Bat  "  -, 
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Or,  a,  étant  le  quotient  de  la  division  de  A  par  B,  le  nombre 
A  —  B«,  en  est  le  reste  ;  appelons-le  r, .  On  a  donc 

B  i 

—  =  «2  -\ 

'i  «3-+-.  , 


de   sorte   qu'on   est   ramené   à   réduire   en   fraction   continue   le 

i       B 

nombre 

a2  est  le  quotient  de  la  division  de  B  par  /•,  à  une  unité  près,  et 
si  l'on  appelle  /*2  le  reste  de  cette  division  on  a 


«3 


«4- 


et  ainsi  de  suite. 

En  définitive,  les  nombres  «,,  «2,  ...  sont  déterminés  par  une 
suite  d'opérations  qui  est  la  même  que  celle  qui  sert  à  trouver  le 
plus  grand  commun  diviseur  de  A  et  de  B.  Cette  suite  d'opéra- 
tions amène  à  deux  nombres  dont  la  division  se  fait  exactement. 

Soient  r/i_2  et  rn_t  ces  deux  nombres.  On  a 


r,i-\ 


et 


—  =  ax-\ 

B  eu 


/Q- 

Exemple  :  Soit  le  nombre  —•  On  a  à  effectuer  les  opéra- 
tions suivantes  : 


487 


3o 
16 


3  I  2 
■x      1 


07  |     2  |    1   |  o 


d'où 


4S7 

1G 


3o 


=  [3o,  2,  '!.  2  |. 


3~- 

2 


|  "i-  " "n\ 

connaissant  a  , .  a  , an. 

La  méthode  qui  se  présente  la  première  à  l'esprit  est  de  calculer 

les  nomlt; 

i  i 

yi  =  <7.;.         )  |        i  —,  ....  - — , 

.'i  J  "-i 

dont  chacun  se  calcule  en  fond  ion  du  précédent  el  dont  le  dernier 
esl  la  frael  ion  continue  cherchée. 

Mais  on  peu!  au  contraire  calculer  la  suite  des  nombr 

i  i  i 

"l  I  "l '  , 

—  ••-»-  — 

Le  dernier  de  ces  nombres  esl  la  fraction  continue  elle-même. 
Mettons  en  évidence  leur  forme  fractionnaire.  Le  premier  d'entre 

eux  étant  «,,  ou  — »  posons 

De  même  le  second  clant  a,-. ou »  posons 

l'j  =  (lia-,-  -  i .  </•       ''  ■• 

et  ainsi  de  suite;   de  sorte  que  la  y/'""'  fiai  lion  ainsi  calculée  esl 
désignée  par  - ,    • 

Ces  fractions  s'appellent  réduites  ('  ). 


(')  Mais   P,   et   Q,   ne   sont   évidemment    pas  définis  par  la  seule  condition 
que  -X  est  égale  à  la  pUm°   réduite.    P,    et    Q,    sont    déterminés    par    le    fait 

M' 

qu'ils  sont  calculés  comme   on   vient  de  le  dire,  ou   encore,  comme  <>n   va  le 

P. 
voir,  P    et  <>    sont  déterminés  par  le  fait  que       est  la  forme  réduite  </  sa  plus 

,  'V 

simple  expression  du  nombre  a,  •  C'est  pour  cette  raison  que 

a  '.',. 

i 

•H 

'V 

s'appelle  réduite. 
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89.  Je  dis  qu'on  a  pour  calculer  les  nombres  P  et  Q  de  proche 
en  proche  les  formules 

Pp  =  Y p—\Hp-\-  Pp-2i 
QP=  Qp-iapH-Qp-2- 

En  effet,  celte  loi  de  récurrence  se  vérifie  facilement  pour  les 
premières  réduites.  Supposons-la  vraie  pour  les  réduites  jusqu'à 
la  (p  —  i)iùme.  On  a  donc 

Pp— 1 Pp-2^p—  1  ~+~  "/?— 3 

Qp-i      Qp-2«/»-i-+-  Q/)-i 

Or   ^   se  déduit  de   7=£~i    en  changeant  a„_,  en   «p_,  H ; 

\.P  v.p-1  aP 

d'autre  part,  Pp_2,  Qp-2,  P/>-3,  Q/>-35  sont  indépendants  de  «p_,. 
La  formule  précédente  donne  donc 

p^    ^    P/>-2   («,,_,+   i-)+P,,_3     =    (Pp_2ap_1+Pp-3)«p+P/,-2 

Qp      n       /  M^o  (Qp-2«p-i+Qp-3)«p-4-Qp-2 

S>p-2       «p-1  "+-  — ■    )   +  ^p-3 


Mais  par  hypothèse 

Pp— 2^p— 1  +  Pp-3  =  Pp— 1) 

Qp-2«p-i-h  Qp-3=  Qp-i- 


Donc 

Donc 

(9) 


Pp    Pp-1  <?p-4-  Pp-2 

Qp  ~~  Qp-i«p+  Qp-2 

(    Pp  =  Pp— l#p  +  Pp— 2? 

I  Qp  =  Q/»-i«p-+-  Qp-s- 


Remarque.  —  Ces  formules  montrent  que,  si  as  est  positif,  les 
quantités  Vf)  et  Qp  sont  positives  et  croissent  avec  l'indice.  Si  a{ 
est  négatif,  Vp  est  négatif  et  Qp  est  positif,  mais  leur  valeur 
absolue  croît  avec  l'indice. 

Exemple.  —  Soit  la  fraction  continue 

[1,4,7,3,2,  5,i]. 

Les  deux  premières  réduites  sont 

i 

i  =  - 

i 


1 

") 

36 

,  i  ; 

-  J 

1 

V 

—  > 

'.»' 
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et 

i 

1     i     V 

et  en  calculant  les  autres  de  proche  en  proche,  on  trouve  la  suite 

162        1  i  -  ;        i685 
21 1        M  46 


90.   Les   réduites     et-  ■  —   La  loi   de   formation  des   réduites 
1       0 

que  nous  venons  d'indiquer  oe  commence  à  s'appliquer  qu'à  la 
troisième  réduite.  Ainsi,  dans  l'exemple  précédent,  les  deux,  pre- 
mières réduites  -  el  -  ont  été  calculées  directement. 
1       4 

Soit  la  fraction 

[«l,«i a»], 


qT=:t'     q;~  ~aT~' 

Il  est  facile  de  voir  qu'en  posant 

P0=  I,  P-,       o, 

Qo=o,         Q    l=  1, 

on  peut  calculer  -y-  et  ~  par  les  formules  générales  (9). 

On  a,  en  effet, 

P2  =  a1  «2    •+- 1  =  Pj  (?2  -h  P0, 
Q2  =  1  x  a2-+-  o  —  Qi  a2-i-  Qo 
et 

l'i        1    -    "1       0        PottiH-  P_i, 
Qi      0  :    «■/,-:-  1     :  Qo^-f-  Q_i. 

Cette  remarque  permettra  quelquefois  d'étendre,  sans  démon- 
stralion  particulière,  aux  réduites  7^  et  7^=- >  des  résultats  dépen- 
dant  des  formules  (9). 

91.  Théouème.  —  Entre  les  termes  de  deux  réduites  consé- 
p  _         p 
cutives  ~  —  et  —  existe  la  relation 

PpQp-i-P/,-iQP=(-i)P. 
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En  effet,  remplaçons  P^  et  Ç)p  parles  expressions  (9).  il  vienl 
Pp  Qp_,  -  Pp_,  Qp  =  (  Pp_,  ap  +  Pp_2  )  Q„_,  -  Pp_,  (  Qp_,  ap  -+-  Q„_2  ) 

ou 

PpQp-t  —  Pw_1Qp  =  -(Pp_1Qp_2-Pp_2Qp_1). 

\11lrement  dit,  la  quantité  Py?Q/>_i —  P/>-iQ/>  conserve  la 
même  valeur  absolue,  mais  change  de  signe  quand  p  augmente 
d'une  unité.  Or  pour/?  =  o 

P0Q_i-P-iQo=(ïXi)-(o)(o)  =  i. 

Donc,  en  général, 

P/,Qp_,-P/,_1Qp=(-i)p. 

92.  Corollaire.  —  Les  réduites  sont  des  fractions  irré- 
ductibles. —  En  effet,  d'après  l'égalité  précédente,  le  plus  grand 
commun  diviseur  de  P^  et  Qp  doit  diviser  1 . 

93.  Théorème.   —  Si  l'on  considère  deux  réduites  consécu- 

P         P 
tives  -—■  et     p+1 ,  si  p  est  impair,    la  seconde  réduite  est  plus 

grande  que  la  première;  si  p  est  pair,  la  seconde  réduite  est 
plus  petite  que  la  première.  D'ailleurs  la  valeur  absolue  de  la 
différence  entre  ces  deux  réduites  diminue  lorsque  V indice 
augmente. 

En  effet 

Pp+i        Pp  =  Pp+l  Qp-  PPQP+1  =  (-  i)p+» 

Qp+i      Qp  ^p^.p-1-1  QpQp+i 

Donc  la  différence  en  question  est  positive  si  p  est  impair,  et 
négative  si  p  est  pair;  de  plus,  elle  diminue  quand/?  augmente, 
puisque  Qp  et  Q^+i  augmentent. 

91.  Corollaire.  —  Les  réduites  forment  donc  une  suite  de 
nombres  tels  que  chacun  d'eux  soit  alternativement  plus  grand 
et  plus  petit  que  le  précédent,  et  tels  que  la  différence  entre 
deux  consécutifs  de  ces  nombres  aille  en  diminuant  en  valeur 
absolue. 

Or,  quand  on  a  une  telle  suite  de  nombres,  on  peut  dire  que 
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tout  nombre  de  In  suite  est  compris  entre  deux  consécutifs 
précédents. 

En  effet,  soient 

nombres.  Je  suppose 

et 

"  :  —  Il  I  >  «2  —  «3  >  "4  —  »3  > 

On  a,  en  supposant  <y  >■/>. 

Uiq=  «2,,-i-i-  [(uip  —  Ulp-i)  —  (Utp—  llop+l)] 

■+■  [("tp+t—   Uip+l)  —  («2/M-2—  «2/M-3  )]+•  •  • 


-+"  [("27-2—  Utq-i)—  (Usq-t—  Utq-i)]+  («27—  "27-1)- 

u2,j  étant  é  1; a  1  à  uîp   \  augmenté  d'une  somme  de  termes  positifs 
est  plus  grand  que  u  2p_f . 
On  a  d'autre  part 

Utq  =   lli,,—  \{Uip—  ttj/H-l)  —  («Sp+2—  "2/;+l)] 

[(  »2/--i  2  —   ^ip+»)  —  (^2p-f-4 "2p+3)]  


—  l(  «27-2  —   "27-1  )  —  (  «27  —  "27-1  )J  • 


Utq  ('tant  égal  à  uip  diminué  d'une  somme  de  termes  positifs  est 
plus  petit  que  u-,p. 
Doue 

lt2p-l  <C   U2,/  <   u>p- 

Ainsi  u2q  est  compris  entre  deux  termes  consécutifs  précédents, 
u2p   ,  el  u 

On  ferait  une  démonstration  analogue  pour  le  terme  u.llj+{. 

Le  théorème  précédent  se  voit  plus  clairement  par  une  repré- 
sentation géométrique.  Représentons  les  nombres  successifs  par 

Fig.  1. 


A,  A3   A4  A,, 


des  abeisses  OA|,  OA2,  OA3,  ...  portées  sur  une  droite  à  partir 
(Tu ne  origine O.  D'après  les  hypoth  !  t  est  à  droite  de  A,,  A3 
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est  à  gauche  de  A2,  mais  A2A3  étant  plus  petit  que  A,  A3,  A3  est 
entre  A,  et  A2.  De  même  A-,  est  entre  A2  et  A3  et  par  suite  entre 
A,  et  \2,  et  ainsi  de  suite. 

Il  résulte  aussi  de  ce  qui  précède  que,  dans  la  suite  ut,  u>,  • ..,  u„, 
les  termes  d'indices  impairs  vont  en  croissant  avec  l'indice,  tandis 
que  les  termes  d'indices  pairs  vont  en  décroissant.  Un  terme  quel- 
conque d'indice  impair  est  d'ailleurs  plus  petit  qu'un  terme  quel- 
conque d'indice  pair. 

Si  l'on  applique  ce  qui  précède  aux  réduites  d'une  fraction  con- 
tinue, on  voit  que  toute  réduite  est  comprise  entre  deux  ré- 
duites consécutives  précédentes.  En  particulier,  la  dernière  ré- 
duite, c'est-à-dire  la  fraction  continue  elle-même,  est  comprise 
entre  deux  réduites  consécutives  quelconques. 

D'ailleurs  les  réduites  d'indice  impair  vont  en  croissant,  les 
réduites  d'indice  pair  vont  en  décroissant,  et  une  réduite 
d'indice  impair  quelconque  est  plus  petite  qu'une  réduite 
d'indice  pair  quelconque. 

95.  Considérons  encore  la  suite  (10).  Si  la  différence  entre 
deux  termes  consécutif  s  de  cette  suite  est  plus  petite  en  va- 
leur absolue  que  la  moitié  de  la  différence  entre  les  deux 
précédents,  il  arrive  que,  de  deux  termes  consécutifs,  le 
second  diffère  moins  que  le  premier  de  tous  les  suivants. 

Considérons  les  deux  termes  consécutifs  u2p-\,  ulp  et  un  terme 
suivant,  u2q  par  exemple.  On  a  vu  que 

K2p_,<  USq<  l(lp. 

Je  dis  que 

(il)  U-ip —  Uiq<i  U2q —  Mop-1- 

On  a,  en  effet, 

_    uîp—\  ■+"  ll2p      ,      (  u2/i-h\  u2p—l  \  (  Uzp+i  —  l(  op 


2  /        \  a 

Iloq-l «2<7-3\  /  U*.q  —  l<î</--2    v       ,      u2g —   "27-I 


D'après  ce  qu'on  a  vu  au  n°  94,  tous  les  termes  de  celte  somme,  à 

1        W2/)-t-l Uzp—  1  '.'P  .1  '         I     «     ">/'—  1 

partir  de  — — — —  sont  positifs  ;  uiq  est  donc  égal  a  — '- — ■ - 

C.  4 
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augmenté  d'une  suite  de  termes  [ <<  >>i i i fs .  Donc 


?/.,, 


iip 


inégalité  qui  revient  à  l'inégalité  (n). 

Ce  résultat  (railleurs  se  voit  encore  très  facilement  par  la 
représentation  géométrique  de  plus  haut.  Si  A3A2  est  plus  petit 

que  -        •  le  point  A  ,  esl  plus  près  de    \2  que  de  A,  ;  il  en  est  de 

même  a  fortiori  de  A,.  A   .   ...   puisque  ces  points  sont  à  droite 
de  A8. 

La  eirconslance  précédente  se  présente  justement  pour  les 
réduites  d'une  fraction  continue.  La  différence  entre  deux  ré- 
duites consécutives  est  plus  petite  en  valeur  absolue  que  la  moitié 
de  la  différence  précédente.  En  effet,  deux  différences  consécu- 
tives sont,  en  valeur  absolue  (n°  93), 

i  i 

et 


Qp-iQp  '.'.  Q/m-1 

Or 

Q/j-hi  =  Qpap  i  ■+■  Qp— i- 

Qp  est  plus  grand  que  Q/J_, ,  et  le  nombre  entier  positif  op+l  est 
au  moins  égal  à  i  ;  donc 


Donc 


Q/;4-l>2Q/,_,. 


< 


QpQ/m-i   ^  2QP  iQp 


On  peut  donc  dire  tpie  de  deux  réduites  consécutives,  la  se- 
conde diffère  moins  e/ue  I<i  première  de  toutes  les  réduites  sui- 
vantes, et  en  particulier  de  la  dernière,  c'est-à-dire  de  la  fraction 
continue  elle-même. 

En  résumé,  les  réduites  successives  d'une  fraction  continue 
sont  alternativement  /dus  petites  et  plus  grandes  que  (■<■//<■ 
fraction,  et  chacune  d'elles  diffère  moins  de  cette  fraction  que 
les  précédentes. 

96.  Enfin  une  dernière  propriété  des  fractions  continues,  d'une 
grande  importance  dans  les  applications,  est  la  suivante  : 

Théorème.  —  Dans  la  réduction  en  fraction  continue  d'un 
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nombre  positif,  chaque  réduite  diffère  moins  d'une  réduite 

suivante  quelconque  [et  en  particulier  de  la  fraction  continue 

elle-même)  que  toute  fraction  irréductible  ayant  des  ternies 

plus  simples. 

P  >  ,  .  P 

En  effet,  soient  une  réduite  ~s  une  réduite  suivante  ^  et  une 

"p  Q 

fraction  ^  •  Le  théorème  revient  à  dire  que,  si  ^  est  plus  appro- 

P  P 

chée  de  ^  que  ff->  A  et  B  sont  respectivement  plus  grands  que  P/; 

et  Q,. 

En  effet,  supposons,  pour  fixer  les  idées,  p  impair,  de  sorle  que 

P,       P       Pp_t 
Qp      Q^Qp-i' 

A  P  P  P 

tt  étant  plus  approché  de  K  que  -p—-  l'est  a  fortiori  plus  cjue  7-^ . 
B  111  Q   *      Qp  y  1         l      Qp-i 

On  a  donc 

pp  ^  A  ^  Pp-i 

Qp        B  ^  Q,.,  ' 

On  en  déduit 

pp-i  _  P_£  ^  pp-i  _  ^  -^  n 

Qp-i      Qp      Qp-i      b  >  °> 

d'où  l'on  déduit  (à  cause  de  la  relation  ï>p^\  Qp  —  Qp_i  Pp  =  1  ) 

Qp  ^  '  B  >    ' 

d'où 

B>Qp(BPp_1— AQp_1)>o. 

B  est  donc  plus  grand  qu'un  multiple  positif  de  Q^,  donc  a  for- 

r\  P  A  RP 

tiori  plus  grand  que  Q;J.  D'ailleurs,  de  7-^  •<  —  on  tire  A  >>  -^~- 
et  a  fortiori  A  ^>  P^,. 

97.   Remarque  sur  la  réduction   en  fraction  continue  des 
nombres  négatifs.  —  Réduire  en  fraction  continue  un  nombre 

négatif  —  ^,  c'est  écrire 


~B=-ai 


«3  + .  , 
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de  sorte  que  le  premier  quotient  incomplel  —  a (  soit  le  plus  grand 
entier  négatif  immédiatement  inférieur  à  —  et  que  les  quo- 
tients incomplets  suivants  soient  tous  positifs. 

Il  est  facile  de  trouver  la  réduction  en  frac  lion  continue  d'un 

nombre  —  ^>  connaissant  celle  du  nombre  =  •  Soit,  en  efle', 


V                          i 

B~a      0  + 

i 

C  -f-# 

i 

d'où 

— -=-a =  -(a-+-i)-M 

B  b  + ! 

ou  encore 
A 


-    -(«-4-0  + 


b  —  i-f- 


/ 


Si   b  ^  i ,    L'expression   précédente    est    la    fraction    continue 
cherchée. 

Si  fe=i,  L'expression  précédente  est  égale  à 

-(a-t-l)H î ; 


d 


qui  est  la  fraction  continue  cherchée. 
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CHAPITRE    III. 

DES    CONGRUENCES. 


§  I.  —  Premières  notions  sur  les  congruences. 

98.  La  notion  de  congruence,  ou  plutôt  la  notation  par  con- 
gruences et  leur  analogie  avec  les  équations,  est  due  à  Gauss. 
Voici  en  quoi  elle  consiste  : 

On  dit  que  deu\  nombres  a  et  b  sont  congrus  par  rapport  à  un 
module  n  quand  la  différence  a  —  b  est  divisible  par  n.  Cette 
congruence  s'indique  de  la  façon  suivante  : 

a~b         (mod  n). 

Lorsqu'il  nj  a  pas  d'ambiguïté  à  craindre,  on  peut  supprimer 

le  module  et  écrire 

a  =  b. 

Il  y  a,  entre  les  congruences  et  les  égalités,  des  analogies  dont 
nous  allons  parler  et  qui  sont  mises  en  lumière  par  la  notation 
précédente. 

99.  On  peut  ajouter,  soustraire,  multiplier  membres  à 
membres  des  congruences  prises  par  rapport  à  un  même  module. 

Soient,  par  exemple,  les  congruences 

a       t>        t  m imI  n  i, 

il  I)'  {  IllOll    II). 

Elles  sont  équivalentes  aux  égalités 

(  i  )  a  =  b  ■+■  n  h, 

a'  —  b'  ■+■  nh', 

h  et  h'  étant  des  nombres  entiers. 
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\joutons  ces  égalités,  nous  obtenons 

fl  +  o'=i  +  J'+n(A+  h'  i. 

I  )()I1C 

a  -+-  a'      b  ■     b'        (mod  n). 

La  démonstration  s'étendrait  au  cas  d'un  nombre  quelconque 
de  congruences. 

(  )n  \iiii  d'i façon  analogue  que  l'on  peut  soustraire  membres 

à  membres  deux  congruences. 

On  peut  aussi  multiplier  deux  congruences  membres  à  membres. 
En  effet,  des  égalités  (i)  et  (2)  on  lire 

an'  —  bb' -+■  n(/ib' -r-  h' b  H-  nhk'). 

Donc  aussi 

an'       l)l>'         (  mod  //  ). 

Ce  théorème  s'étend  sans  peine,  de  proche  en  proche,  à  un 
nombre  quelconque  de  congruences.  En  particulier,  on  peut 
élever  les  deux  membres  d'une  congruence  à  une  même-puissance. 

100.  Si  l'on  combine  entre  eux.  les  résultats  précédents,  on 
arrive  sans  peine  à  l'énoncé  général  suivant  : 

Si  Von  a 

<i       n'        (mod  n), 

h  =  b'         (mod  n), 

c  =  c'         (mod  //  1. 


on  a  aussi 

fia,  b,C,  ...  1       /(«',  //.  c',  ...), 

f  étant  une  fonction  rationnelle  entière  à  coefficients  entiers. 

101.  On  ne  peut  pas.  en  général,  diviser  les  deux  membres 
d'une  congruence  par  un  même  nombre.  I  l'abord,  cette  opération 
n'a  de  sens  que  si  les  deux  membres  sont  divisibles  par  le  diviseur 
en  question;  ensuite,  cette  condition  étant  réalisée,  l'opération 
n'esl  permise  que  si  le  diviseur  est  premier  avec  le  module. 

En  effet,  soit 

a        b  (mod  n), 

d'où 

(3)  '/  —  i^o        (  mod  n  . 
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Soit   d  un   diviseur  commun   à  a  et    b,  et  par  suite  diviseur 

de  a  —  b,  et  soit 

a  —  b  =  dd' . 

Diviser  les  deux  membres  de  la  congruence  (3)  par  d  revient 
à  écrire  la  congruence  d'  =  o  (mod  n).  Or,  de  ce  que  n  divise  dd', 
on  n'a  le  droit  d'en  conclure  qu'il  divise  d'  que  s'il  est  premier 
avec  d. 

Si,  après  avoir  divisé  les  deux  membres  d'une  congruence  de 
module  n  par  un  même  nombre  <:/,  on  veut  encore  obtenir  une 
congruence  sûrement  exacte,  il  faut  diviser  le  module  n  par  le 
plus  grand  commun  diviseur  de  n  et  de  d. 

Exemple.  —  Soit  la  congruence 

270  =h  60        (mod  14). 

On  peut  diviser  les  deux  membres  par  io,  parce  que  ia  est 
premier  avec  le  module  i4,  et  l'on  obtient  la  congruence  exacte 

18  =  4         (mod  14). 

Mais,  si  l'on  divise  les  deux  membres  par  G  qui  n'est  pas  premier 
avec  i4,  on  obtient  une  congruence  inexacte 

45  =  10         (mod  14  )■ 

Pour  obtenir  une  congruence  exacte,  il  faut  diviser  le  module  i4 
par  le  plus  grand  commun  diviseur  de  6  et  de  i4,  qui  est  2,  et  l'on 

obtient  ainsi 

45  =  10        (mod  7 j. 

102.  Congrueiices  à  module  premier.  —  Ici  se  dessine,  pour 
la  première  fois,  le  caractère  plus  simple  des  congruences  à  mo- 
dules premiers.  Supposons,  en  effet,  que  le  module  n  soit. un 
nombre  premier  absolu.  Alors,  pour  qu'on  puisse  diviser  les 
deux  membres  d'une  congruence  par  un  de  leurs  diviseurs  com- 
muns <r/,  il  suffit  que  d  ne  soit  pas  divisible  par  n,  autrement  dit 
que  d  ne  soit  pas  congru  à  zéro  (mod/*).  L'analogie  des  con- 
gruences avec  les  égalités  est  ainsi  plus  grande. 

Quoi  qu'il  en  soit,  dans  ce  cas,  comme  dans  celui  du  module  non 
premier,  il  subsiste  encore  cette  différence  avec  les  équations  que  d 
doit  être  un  diviseur  commun  des  deux  membres  de  la  con- 
gruence. Nous  allons  supprimer  cette  restriction. 
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103.  Théorème.  —  Soit  a  un  nombre  premier  avec  n.  Si  Von 
divise  par  n  les  nombres 

a.     o.a (  n  —  i 

les  restes  obtenus  sont,  dans  un  certain  ordre,  les  nombres 
i ,    2 n  —  i . 

En  effet,  aucune  division  ne  se  fait  exactement,  car  n  étant 
premier  avec  a  ne  peut  diviser  ha  que  s'il  divise  h,  ce  qui  est 
impossible  si  h  est  plus  petit  que  //. 

Aucun  des  restes  n'étant  nul,  ces  restes  sont  certains  des 
nombres  i ,  2,  ....  n  —  i . 

Deux  de  ces  restes  ne  peuvent  être  égaux,  car  si  lia  et  li  a  don- 
naient le  même  reste,  (h  —  h')a  serait  divisible  par  n,  ce  que  nous 
venons  de  voir  être  impossible. 

Les  restes  étant  des  nombres  de  la  suite  i,  2,  ....  n  —  i, 
étant  en  même  nombre  qu'eux  cl  étant  différents  entre  eux,  sont 
ces  nombres  mêmes. 

Remarque.  —  Considérons  en  outre  le  nombre  na;  ce  nombre 
divisé  parc/  donne  comme  reste  zéro.  On  peut  donc  dire  que  si 
l'on  divise  par  n  les  nombres 

a .     ia (  n  —  \)a.     na. 

les  restes  obtenus  sont,  dans  un  certain  ordre,  les  nombres 


i .     n . 


Autre  énoncé.  —  Les  nombres  a,   >a \  n        i)a,  na  sont 

congrus  (mod  n)  aux  nombres  o,  i,  2,  . .  .,  (n  —  i). 

101.   Système  complet  de  restes  incongrus  par  rapport  à  un 

module. —  On  appelle  système  complet  de  restes  incongrus  par 
rapport  ii  un  module  /?,  un  système  de  n  nombres  tels  qu"/7  y 
en  ait  un  et  un  seul  congru  (mod  n)  à  n' importe  quel  nombre 
donné. 

Il  est  évident  que  les  nombres  o,   i ,  2 (n  —  i)  formeul  un 

système  complet  de  restes  incongrus  (mod  n). 

Il  en  est  de  même  de  tout  système  de  nombres  respectivement 
congrus  aux  précédents;  par  exemple,  les  nombres  a,  ia, 
'6a,  .  . . ,  na  du  théorème  précédent. 
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On  généralisera  facilement  en  démontrant  la  même  propriété 
pour  les  nombres  a  -+-  b,  ia-\-b,  ...,  na-\-b.  En  d'autres 
termes,  n  termes  consécutifs  d'une  progression  arithmétique, 
dont  la  raison  est  première  avec  n,  forment  un  système  com- 
plet de  restes  incongrus  (mod  n). 

103.   Quotient  de  deux  nombres  (mod/?).    —  Soient   deux 

nombres  A  et  B  et  un  module  n  premier  avec  B.  D'après  ce  qui 

précède,  il  existe  un  nombre  q  et  un  seul  (à  un  mullijùe  près 

de  n)  tel  que 

B*/  =  A         (mod  n). 

q  peut  s'appeler  quotient  de  A  par  B  (mod  n). 
Si  À  =  o  (mod  n),  il  en  est  de  même  de  q. 

Dans  le  cas  particulier  où  A=  i,  les  nombres  B  et  q  peuvent 
être  dits  inverses  l'un  de  Vautre  (mod  n). 

106.  Généralisation  des  résultats  du  n°  101.  —  Nous  pou- 
vons maintenant,  comme  nous  l'avons  annoncé,  généraliser  les 
résultats  du  n°  101  relatifs  à  la  division  des  deux  membres  d'une 
congruence  par  un  même  nombre  premier  au  module. 

Il  n'est  pas,  en  effet,  nécessaire  que  ce  nombre  soit  diviseur 
commun  des  deux  membres  de  la  congruence  pour  que  l'on  puisse 
l'aire  cette  division;  il  suffit  que  ce  nombre  soit  premier  au 
module.  D'après  ce  qui  précède,  si  deux  nombres  sont  congrus 
(mod  n),  leurs  quotients  (mod/i)  par  un  nombre  B  premier  à  n 
sont  aussi  congrus  (mod  n). 

En  particulier,  si  le  module  est  un  nombre  premier  absolu, 
on  peut  diviser  les  deux  membres  de  la  congruence  par  un 
même  nombre  quelconque,  non  congru  à  zéro. 

107.  Remarque.  —  Pour  qu'un  produit  de  facteurs  soit 
congru  à  zéro,  il  faut  et  il  suffit,  quand  le  module  est  premier, 
que  l'un  des  facteurs  soit  congru  à  zéro. 

En  effet,  ceci  revient  à  dire  que,  pour  qu'un  nombre  premier 
divise  un  produit  de  facteurs,  il  faut  et  il  suffit  qu'il  divise  l'un  des 
facteurs. 

Les  théorèmes  précédents  mettent  bien  en  évidence  l'analogie 
qui  existe  entre  les  égalités  et  les  congruences,  surtout  les  con- 
gruences  à  module  premier.  Celte  analogie  va  se  poursuivre. 
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§  II.  —  Congruence  du  premier  degré  à  une  inconnue. 
Analyse  indéterminée  du  premier  degré. 

108.  De  même  que  parmi  1rs  égalités  on  distingue  celles  ap- 
pelées  équations  dans  lesquelles  certaines  quantités  sont  incon- 
nues, de  même  on  peul  distinguer  les  congruences  dans  lesquelles 
certaines  quantités  sont  inconnues  el  doivent  être  déterminées  de 

manière  à  ce  que  la  congruence  soit  vérifiée. 

La  congruence  du  premier  degré  à  une  inconnue  a  la  forme 

1 4)  ax  =  b        (mod  n), 

a  et  b  étant  connus,  x  étant  inconnu. 

D'après  ce  que  nous  venons  de  voir  (n°  105),  si  a  est  premier 
avec  n,  il  existe  un  nombre  et  un  seul  (à  un  multiple  près  de  n) 
qui  satisfait  à  la  congruence. 

Si  a  n'est  pas  premier  avec  n,  soit  cl  le  plus  grand  commun 
diviseur  de  a  et  de  n.  Si  b  n'est  pas  divisible  par  f/,  la  congruence 
est  évidemment  impossible.  Si  b  est  divisible  par  d,  soient 

a  —  a' cl,         b  -   b'  d,         n  =    n'd, 
la  congruence  proposée  est  équivalente  à  la  suivante  : 

(5)  a'x  =  b'        (mod  ri). 

a'  et  n'  étant  premiers  entre  eux,  il  existe  un  seul  nombre 
(mod  n')  satisfaisant  à  cette  congruence,  soit  x0.  Toutes  les  solu- 
tions de  la  congruence  (5)  sont  données  par  la  formule 

(6)  x  —  x0-+-  rit. 

I  étant  un  entier  quelconque. 

(  Inerchons  combien  cela  donne  de  solutions  incongrues  (mod  n) 
pour  la  congruence  proposée  (4). 

Pour  que  les  deux  valeurs  de  x  données  par  la  formule  (6), 
pour  deux  valeurs  /  .  /  de  t  soient  congrues  (modn),  il  faut  et  il 
suffit  que  leur  différence 

n'(t"—  t'), 

soit  divisible  par  n .  c'est-à-dire  que  /" —  /'  soil  dh  isible  par  d. 
On   aura  donc  toutes  les  solutions  incongrues  (mod  n)  de   la 
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congruence  (4)  en  donnant  à  /  les  valeurs 
o,     i,     2,     . . .,     d  —  i , 

ce  qui  donne  d  solutions. 

109.  Dans  le  cas  particulier  où  n  est  un  nombre  premier 
absolu  p\  on  a  le  résultat  suivant,  complètement  analogue  à  celui 
relatif  à  l'équation  du  premier  degré  : 

La  congruence  ax  =  &(mod/>)  a  une  solution  sia^o  (mod/.?). 
[On  ne  compte  pas  comme  différentes  deux  solutions  con- 
grues (mod  /?)]• 

Si  a  =  o  (mod/?)  et  que  b  ^  o  (mod/?)  la  congruence  est  im- 
possible. 

Si  a=  b  =  o  (mod  /?),  la  congruence  est  indéterminée. 

110.  Application.  —  Résolution  en  nombres  entiers  de 
l'équation  ax  +  by  =  c. —  Comme  nous  l'avons  dit  dans  l'Intro- 
duction de  cet  Ouvrage,  un  des  objets  principaux  de  la  tbéorie  des 
nombres  est  la  résolution  en  nombres  entiers  des  équations  à  coef- 
ficients entiers. 

Pour  l'équation  la  plus  simple,  équation  du  premier  degré  à 
une  inconnue  ax  =  6,  la  réponse  est  immédiate. 

Cette  équation  a  une  solution  si  b  est  divisible  par  a;  elle  n'en 
a  pas  dans  le  cas  contraire. 

111.  Passons  maintenant  à  l'équation  du  premier  degré  à  deux 

inconnues 

ax  -+-  by  =  c. 

La  solution  de  cette  équation  revient  immédiatement  à  celle  de 

la  congruence 

ax  =  c        (mod  b). 

En  effet,  soit#0  une  solution  de  cette  congruence,  ax0 —  c  sera 
divisible  par  b;  soit  — y0  le  quotient,  on  aura 

ax0-t-  by0=  c. 

Ainsi  à  toute  solution  de  la  congruence  correspond  un  système  de 
solutions  de  l'équation. 
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On  voit  que  si  ci  et  b  sont  premiers  entre  eux,  le  problème  est 
possible;  soit  x0,  y*  un  système  de  solutions;  d'après  ce  qu'un  a 
•  lit  plus  liant,  toutes  les  valeurs  de  x  sont  données  par  la  formule 

(7;  x  =  ./■„  •  ht. 

t  étant   un   entier  quelconque.   J.a   valeur  de  y  correspondante, 
donnée  par  L'équation  ax  -+-  by  =  c,  est 

(8)  y      y0-at, 

et  le  problème  est  résolu. 

Si  a  et  b  ne  sont  pas  premiers  entre  eux,  soit  cl  leur  plus 
grand  commun  diviseur.  Si  </  ne  divise  pas  c  le  problème  est  im- 
possible. Si  d  divise  c,  on  peut  d'abord  diviser  tous  les  termes  de 
l'équation  par  d  cl  l'on  esl  ramené  au  cas  où  les  coefficients  de  x 
et  de  y  sont  premiers  entre  eux. 

112  Résolution  par  les  fractions  continues.  —  Nous  avons 
démontré  I  existence  des  solutions,  mais  nous  n'avons  pas  donné 
de  méthode  pour  les  calculer,  sinon  par  tâtonnements,  en  essayant 
pour  x  successivement  tout  un  système  de  restes  incongrus  par 
rapport  au  module  b. 

L'algorithme  des  fractions  continues  permet  de  résoudre  le  pro- 
blème plus  rapidement. 

En  effet,  comme  nous  venons  de  le  dire,  on  peut  supposer  a 
et    b    premiers   entre   eux.    Réduisons   en    fraction    continue   la 

fraction  .  •  Soient  77-—  et        l'avant-dernière  et  la  dernière  réduite. 

On  a 

(9)  P  '.'    i-Q*P*-i 

I  '  a 

Mais  les  fractions  —  et  -,->  étant  égales  cl  toutes  deux  irréduc- 

tibles,  sont  identiques.  Donc 

P*=  a, 

Q*=  l'. 
Donc  l'égalité  (9)  s'écrit 

"'.'■.    1  -b  1'/,-.  =  (-i)'-  • 
On  en  déduit 
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Donc  (—  i)A'Q/    \C  et  ( — i)A+,P/,_iC  forment  un   système    de 
solutions.  On  en  déduit  tous  les  autres  par  les  formules  (7)  et  (8). 
Exemple.  —  Soit  l'équation 

345a:—  \\y  —  ioi, 

on  a 

3 1  ">  1 

-7-r  =7H : 

44  ,   ,        ' 


L'avant-dernière  réduite  est  — •  Donc 

'9 

345.19  —  44.149  =— 1. 
d'où 

345  ( — 1919)—  44(—  i5o49)  =  ior. 

La  solution  générale  est 

x=—   i9'9  -1-    44', 
y  =  —  i5o49  +  345  ï, 

113.  On  peut  envisager  la  question  précédente  d'une  autre 
façon. 

On  dit  qu'un  nombre  n  est  représentable  par  une  expres- 
sion f(x,  j',  z,  . . .),  lorsqu'il  existe  des  valeurs  entières  des 
variables  x,y,  z,  . . .  qui  rendent  f  (x,y.,  z,  . . .)  égal  à  /?. 

Les  résultats  précédents  peuvent  dès  lors  s'énoncer  comme  il 
suit  : 

La  forme  linéaire  ax  +  by  peut  représenter  tout  nombre 
divisible  par  le  plus  grand  commun  diviseur  de  a  et  de  b,  et 
elle  ne  peut  représenter  les  autres. 

En  particulier,  si  a  et  b  sont  premiers  entre  eux,  la  forme 
linéaire  ax  -\-  by  peut  représente/-  tous  les  nombres. 

D'ailleurs,  quand  la  représentation  d'un  nombre  est  possible, 
elle  l'est  d'une  infinité  de  façons. 

lli.  Résolution  de  V équation 

ax  -h  by  -+-  c -z  — .  . . -4-  /< s  —  Il  =  m. 

«,  6,  c,  . .  .,  I,  m  sont  donnés;  .r,  y,  z,  .  ..,  t  sont  inconnus. 
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Si  a.  I>.  c I  oe  sonl  pas  premiers  entre  eux,   soit  d  leur 

plus  grand  commun  diviseur.  Si  rfne  divise  pas  ni,  le  problème 
est  impossible. 

Si  d  divise  ///.  on  peul  diviser  toute  l'équation  par  d.  En  un 
motj  on  peul  supposer  les  coefficients  des  inconnues  premiers 
entre  eux  dans  leur  ensemble. 

Nous  allons  montrer  que  dans  ce  cas  l'équation  est  possible  et 
que  sa  résolution  se  ramène  à  celle  d'une  équation  contenanl  une 
inconnue  de  moins.  Pour  cela,  nous  allons  montrer  que  si  c'< ;sl 
vrai  pour  une  équation  à  />  —  1  inconnues,  c'est  vrai  pour  une 
équation  à  p  inconnues. 

L'équation  proposée  s'écrit 

(  i o  )  a x  -+-  by  -t-  c z  -:-...  -+-  ks  —  m  —  // . 

Si  a.  A,  c,  /.  sont  premiers  entre  eux,  donnons  à  t  une  valeur 
quelconque,  et  il  reste  une  équation  en  x}  y,  . . .,  s,  qui  par  h\  pu- 
thèse  est  possible. 

Si  d.h.<\  ..../.•  ont  un  plus  grand  commun  diviseur  o  ^é.  i ,  on 
doit  d'abord  déterminer  /  de  façon  que 

m  —  //  =  o         (  mod  8  I. 

Cette  congruence  est  possible,  car  /et  o  sont  premiers  entre  eux, 

sinon  a.l>:<- /. ,  /  ne    seraient  pas   premiers    entre    eux.    <  )n 

obtient  donc  pour  /  une  expression  de  la  forme 

*o-t-  8"» 

//  étant  une  nouvelle  inconnue. 

Substituons  cette  valeur  de  t  dans  l'équation  (io),  tous  les  tenues 
deviennent  divisibles   par  8  et   l'on  esl  ramené  au  cas  précédent. 

Remarque.  —  Ce  résultai  peut  s'énoncer  comme  au  n°  113.  La 
forme  linéaire  a  x  -+-  by  -+- .  .  .      Upeut  représenter  tout  nombre 

divisible  par  le  plus  grand  commun  diviseur  de  >/.  I> /.  et 

m-  peut  représenter  les  autres. 

1  \o.    Problème.  —  Trouver  un  nombre  x  tel  que 

./■      a  ( mod  %  . 

x  -    i>  i  mod  '•>  I, 

* 

./■       /  i  mod  À  ). 
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Supposons  d'abord  qu'il  y  ait  seulement  deux  modules,  et  que 
l'on  veuille  trouver  un  nombre  x  satisfaisant  aux  conditions 

x  =  a         (mo<l  y.  >. 
./■       b         (mod  (3). 

Les  nombres  satisfaisant  à  la  première    de    ces  conditions   sont 

de  la  forme 

x  =  a.t  -+-  «, 

et  il  ne  reste  qu'à  déterminer  t  par  la  seconde  condition 

'xt  -f-  a       b         (mod  |3  ) 
ou 

<xt  ==  b  —  a         (mod  [3  I. 

Soit  d  le  plus  grand  commun  diviseur  de  a  et  (3.  Si  cl  ne  divise 
pas  6  —  «  le  problème  est  impossible.  Si  d  divise  b  —  a  la  con- 
gruence  est  ramenée  à 

a  b  —  a  (  p  \ 

Soit  ^o  une  solution,  toutes  les  autres  sont  de  la  forme 

Bu 

l^-d' 

ce  qui  donne  pour  x  des  solutions  de  la  forme 

a3 

x  =  <xt0-h  a  -, 7-  u, 

a 

ou 

u?  — ■  3?o  H r~     k^~  Il , 

0 


Remarquons  que  — '-  est  le  plus  petit  commun    multiple  de   a 


u  étant  un  entier  quelconque 

d 

et  [i. 

De  proche  en  proche  il  est  facile  de  résoudre  le  problème  géné- 
ral. 

Supposons    qu'il    soit    possible    de  trouver   des  valeurs  de  x 
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satisfaisant  aux  congrucnces 


x      h        (  mod  a  |, 
./■      I>        (mod  fî), 


r     J2  l  (  lll. , il    /.   i, 

et  <nic  la  solution  soit  de  la  forme 

x  =  a^-*-  M  /. 


-f 


X 


M  étant  le  plus  petit  multiple  commun  de .0^7^77..  I. 

Je  dis  (jue  l'on  pourra  trouver,  si  elles  existent,  les  valeurs 
de  x  satisfaisant  à  une  congrucnce  de  plus,  et  que  la  solution  est 
d'une  forme  analogue. 

En  effet,  déterminons  /  de  façon  que  x  satisfasse  à  une  con- 

gruence  de  plus 

x  =  m        (mod  ;jl). 

Cela  exige  que 

x0  -+-  M  /       m        (  mod  u  | 
ou 

M  /     :  m  —  r0         (  mod  u). 

Soit  cl  le  plus  grand  commun  diviseur  de  M  et  de  ix.  Si  cl  ne 
divise  pas  m  —  x0,  le  problème  est  impossible.  Si  d  divise  ni  —  x0 
la  congruence  précédente  est  ramenée  à 


M  i»  —  x0 

d  t==     ~d~ 


mod 


Soit/0  une  solution,  toutes  les  autres  sont  de  la  forme 


d 


a. 


ce  qui  donne  pour  x  des  solutions  de  la  forme 

Mu 


M  /, 


d 


.     M  u 


Mais  — j-  est  le  plus  pcti L  commun  multiple  de  M  et  de  u,  c'est- 
à-dire  le  plus  petit  commun  multiple  de  a,  B,  ....à.  La  solution 
est  donc  bien  de  la  forme  supposée. 

110.    Cas  particulier.   —  Examinons  le  cas  particulier  où  les 
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modules  a,  (3 >..  ut  sont  premiers  entre  eux   deux   à   deux. 

Dans  ce  cas  le  plus  petit  commun  multiple  des  p  premiers  mo- 
dules est  premier  avec  le  (p  -h  i)ième.  Donc  le  problème  est  pos- 
sible. De  plus  les  solutions  sont  de  la  forme 


ku.t. 


car  le  plus  petit  commun  multiple  des  nombres  a.  (3,  .  .  . ,  À,  u.  est 
égal  à  leur  produit. 

I  bailleurs,  dans  ce  cas  on  a  facilement  la  solution  particulière  x{) 
de  la  façon  suivante  :  cherchons  d'abord  un  nombre  x{  tel  que 


a?i=  i         (mod  a), 
T^=  o         (mod  (3), 


,rt  =  o         (mod  X), 
,r,  =  o         (mod  jjl). 

On    a  évidemment  un  tel  nombre  par  la  formule    (3y. .  .'a;.*./,, 
/,  étant  déterminé  parla  condition 

[ÎSÀ.  .  .à;jl.  t\  =  i  (  mod  a). 

Soient  de  même  x.,  .v,..    .  .  .,  œn  des  nombres  satisfaisant  aux 
conditions 


r2=o  (  mod  y.  I, 
2\2=  i  (mod  p), 
cr-2=  o     (  mod  y)j 


:r3=  o  (  mod  a  ), 
#3=  o  ( mod  (3  i. 
.r3=  i     (mod  y), 


:r2=o     (modjJLj.         a?3=  o     (mod(u). 

x^x»,  ...,Xn  étant  ainsi  déterminés,  le  nombre 
x0  =  ax\  -+-  bx-,  -t-  .  .  .  -4-  lxn-i-+-  mx„ 

répond  à  la  question. 

Il  est  à  remarquer  que  jc,,a%,  . ..,  xn  sont  indépendants  de 


b, 


L     m. 


§  III.  —  Théorèmes  de  Fermât  et  d'Euler. 

117.  Bien  que  le  théorème  de  Fermai  ne  soit  qu'un  cas  parti- 
culier de  celui  d'Euler  nous  le  démontrerons  d'abord  à  cause  de  sa 
grande  importance. 

G. 
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Théorème  de  Fermât.  — p  étant  un  nombre  premier  et  a  un 
nombre  non  divisible  par  p,  <>/></ 

aP   '  —  i  ■■  --  <>        (  mod  p  ■ 

En  effet,  considérons  les  nombres 

(u)  a .     > h .     3  a,     ....     i  /<  —  i  la . 

ils  sont  congrus  aux  nombres 

(i  0  i,    a,    3 p  —  i, 

pris  dans  un  certain  ordre  <  n"  103). 

Donc  le  produit  tics  nombres  i  î  i)  csl  congru  au  produit  des 
nombres  (12),  c'est-à-dire  que 

1 .'...(/'--  1  ;  ai'   '      1.2.  ..(/>  —  1)        (  mod  /". 

mi  en  dh  isant  les  deux  nombres  par  1.2  ...'/)  —  1   qui  csl  pre- 
mier avec/?, 

«p-'=i  inind/?).  C.   Q.   F.    D. 

118.  Remarque.  —  On  peutdireque  l'on  a 

ai' —  n  =  o         (mod  j 
y//c/  que  soit  a. 

En  effet,  aP —  a  est  le  produit  des  deux  lac  leurs  ,/  pt  r/P-1  —  1 . 

Si  n  esl  divisible  par  d  le  premier  facteur  est  congru  à  zéro; 
si  u  n'est  pas  divisible  par  />,  c'est  le  second  facteur  qui  est  congru 
à  zéro,  d'après  le  théorème  de  Fermât.  Dans  tous  les  cas,  le  pro- 
duit est  congru  à  zéro. 

119.  iutre  démonstration  du  théorème  de  Fermât.  —  Vu 
l'importance  du  théorème  de  Fermai,  nous  allons  en  donner  une 
autre  démonstration.  Elle  s'appuie  sur  ce  fait  que  dans  la  formule 
(jui  donne  la  puissance  //"'"  'd'un  polynôme 

(x  -\-y  -\-z  -+-.  . .-+-  u-¥v )p 


y LL^f .  ,-^;V...,> 


('3>  {  Zrf       1.2. ..a. 1.2. ..S. 


si  l'on  suppose  y;  premier  absolu,  tous  les  coefficients  du  second 
membre,  sauf  ceux  de  xp,  yp,  .  .  .,  uP}  \'p,  sont  divisibles  par/?. 
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En  effet,  dans  le  coefficient '-^-jf r»  Duisaue 

I  .  •>. ...  a  .  i  .■>...  p  ...[.>...  A      '  ' 

ce  coefficient  est  entier,  tous  les  facteurs  premiers  du  dénomina- 
teur se  trouvent  au  numérateur  cl  disparaissent;  mais  aucun  de 
ces  facteurs  n'est  égal  à  p.  puisque  oc,  [3,...,X  sont  plus  petits 
que  p. 

Donc  ces  facteurs  se  trouvent  dans  le  produit  i  .2.  .  .p  —  1  . 

n  I  .  ' .  .  .1  /'  —  I  )  ,     ,  , 

l)<>nc  —  3  — T  est  égal  a  un  nombre  entier  a; 

donc  le  coefficient  en  question  csl  égal  kpg,  cl  il  est  divisible  par  p. 
Ceci  posé,  la  formule  (i3)  donne  donc,   en  supposant  que  jc, 
_r,  ....  -  soient  des  nombres  entiers  quelconques, 

(x-hy       :       ...       u  +  c  )P  —  (x/>-\-  yP-h-.  .  .-h  ut> -h  vi>)  =  o         (mocl/vi, 

et   en   supposant   que  ./\  r.  ; 11,  v   soient   tous  égaux   à  un, 

et  soient  au    nombre  de  a. 

ai' —  nso         (  mo<l  />  1. 

ce  qui  csl  le  théorème  de  Fermai. 

120.  Théorème  de  Fermai  généralisé  par  Euler.  —  n  étant 
un  nombre  quelconque  et  a  un  nombre  premier  avec  n,  la 
quantité  a?("' —  1  est  congrue  à  zéro  (mod  /?). 

Nous  démontrerons  d'abord  le  lemme  suivant  : 

Lemme.  —  Soient 

04)       .  «i,    «s «?(«) 

les  nombres  plus  pelils  que  n  et  premiers  avec  lui. 

Considérons  les  produits 
m'ii  xta,     ata aï(/()a. 

Je  dis  que  ces  produits  divisés  par  n  donnent  comme  restes, 
dans  un  certain  ordre,  les  nombres  (i4)- 

En  effet,  aucune  division  ne  se  fait  exactement,  car,  n  étant 
premier  avec  a  ne  pourrait  diviser  %qa  que  s'il  divisait  su,  ce  qui 
est  impossible,  puisque  ar/  csl  plus  petit  que  n. 

Les  restes  sont  d'ailleurs  plus  petits  que  //. 
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De  plus,  ces  restes  sont  premiers  avec  /'.  car  soit 
%qa       ni }        rq\ 

-i  ii  ci  rq  avaient  nu  diviseur  commun,  ce  diviseur  diA  [serait  xqa. 
Alors  n  et  xqa  ne  seraient  pas  premiers  entre  eux,  ce  qui  est 
impossible,  puisque  %q  et  a  étant  premiers  avec  /'.  il  en  est  de 
même  de  leur  produit. 

Je  dis  enfin  que  deux  de-  restes  sont  inégaux.  En  effet,  si  %qa 
et  ava  donnaient  le  même  reste,  (aq  —  %q) a  serait  divisible  par  n; 
mai-.  //  étant  premier  avec  a  devrait  diviser  a,7 — oy,  ce  qui  est 
impossible  puisque  xq  el  xq-  sont  plus  petits  que  lui. 

Les  restes  étant  des  nombres  de  la  suite  (i4)»  étant  eD  même 
nombre  qu'eux  et  élanl  différents  entre  eux,  sont  ces  nombres 
eux-mêmes. 

Ce  lemme  peut  encore  s'énoncer  en  disant  que  les  nombres  de 
la  suite  (i5)  sont  congrus  (  mod  n)  aux  nombres  de  la  suite  (i  |). 

121.  Démonstration  du  théorème  d'Euler. —  Ceci  posé,  la 
démonstration  du  théorème  d'Euler  est  la  suivante,  analogue  à  celle 
du  théorème  de  Fermai  : 

Les  nombres 

y.,  a.      y.,'1 .      ....      y.~  „  a 

étant  congrus  (mod/?)  aux  nombres 

«i,    y-i i*|  //  • 

le  produit  des  nombres  de  la  première  suite  esl  congru  |  mod  // 
au  produit  des  nombres  de  la  seconde 

a,  y.,  .  .  .  Xç  .,   aï  "        a,  y.j  .  .  .  x?  „  I  n  . 

ou,  en  divisant  les  deux  nombre-  par  a«a2.  .  .  y.--[ni  qui  esl  premier 

avec  n ,  il  vient 

ni  "'=  i         (  mod  n  i. 

122.  Applications  à  la  solution  en  nombres  entiers  de 
Véquation  àx  -f-  by  =  c.  —  <  >n  peut  supposer  n  el  b  premiers 
entre  eux  (n°  111).  <  >n  a  donc 

,1  —  i  i 

—  =  un  nombre  enliei  u 

ii 
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OU 

aa<t{b)-l+b(—  «)  =  >> 
d  'o  Ù 

a[  ccfl  w-1)-t-  b(—  cu)  =  c. 

Donc  c<z?i*,~'  et  —  eu  forment  un  système  de  solutions  de  l'équa- 
tion proposée,  et  on  en  déduit  tous  les  autres  comme  on  a  vu 
au  n"  111. 

g  IV.  —  Premiers  principes  sur  les  congruences 
de  degré  quelconque  à  module  premier. 

123.   On    appelle  conguence  de  degré  r  une  congruence  de 

la  forme 

f{x)  =  o         (mot!  n), 

f{x)  étant  un  polynôme  entier  en  x,  à  coefficients  entiers  et  de 
degré  r. 

Remarquons  d'abord  que  si  une  telle  congruence  admet  une 
racine  x0,  elle  admet  aussi  comme  racines  tous  les  nombres 
congrus  à  x0  (mod  n)  (d'après  le  théorème  du  n°  100);  mais  nous 
ne  considérerons  pas  ces  racines  comme  distinctes,  et  quand  nous 
parlerons  dune  racine  x0,  nous  voudrons  parler  de  x0  ou  de  tout 
nombre  congru  à  x0  (mod  n). 

Étudions  d'abord  les  congruences  à  module  premier. 

12i.  On  dit  qu'une  congruence  (à  module  premier  p)  est 
identique,  ou  que  son  premier  membre  est  identique  ment 
congru  à  zéro,  lorsque  tous  ses  coefficients  sont  congrus  à  zéro, 
c'est-à-dire  divisibles  par/j>. 

On  dit  que  deux  polynômes  en  x  sont  identiquement  con- 
grus (mod  p)  lorsque  leur  différence  est  identiquement  congrue 
à  zéro. 

Il  faut  remarquer  ici  une  différence  essentielle  entre  les  con- 
gruences et  les  équations  ordinaires  de  1  Mgèbre.  En  Algèbre,  on 
dit  qu'un  polynôme  est  identiquement  nul,  lorsque  tous  ses  coef- 
ficients sont  nuls;  mais  il  revient  au  même  de  due  qu'un  poly- 
nôme est  identiquement  nul  lorsqu'il  prend  une  valeur  nulle 
pour  n'importe  quelle  valeur  de  x.  Au  contraire,  on  ne  peut  pas 
dire  qu'un  polynôme  est  identiquement  congru  à  zéro  (mod  p) 
lorsqu'il  prend  une  valeur  congrue  à  zéro,  quel  que  soit  x. 
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<  lonsidérons  en  effel  le  poh  DÔme 


.//'  — ./ 


1)  après  !<•  théorème  de  Fermât,  ce  polynôme  prend  une  valeur 
congrue  à  zéro  |  mod  /- 1  pour  toute  valeur  de  .'■:  h  cependant  ce 
polynôme  n'a  pas  tous  ses  coefficients  congrus  a  zéro. 

Nous  indiquerons  une  congruence  identique  par  le  signe  ==. 

Remarquons  que  si  deux  polynômes  sont  identiques  algébri- 
quement, ils  soni  identiquement  congrus  i  mod  p). 

125.  Division  (mod  p).  -  Diviser  un  polynôme  f{x)  par  un 
polynômi  uivant  le  module  p  ou  plus  simplement  modp), 

c'est  trouver  un  potynômeQ(x)  et  un  polynôme  l>  (a  ),  K(x) 
étant  de  degré  inférieur  à  <p(#),  tels  que  : 

f{  ./■  )      cp(  a?)  Q(a?)       I;  -  '  i  mod  />  i. 

(Il  ne  s'agit,  bien  entendu,  que  de  polynômes  à  coefficients 
entiers.) 

Pour  démontrer  l'existence  de  Q(#)  el  de  R (x)  et,  en  même 
temps,  pour  les  calculer,  il  sufïit  de  faire  sur  f{x)  et  o(x)  les 
mêmes  raisonnements  el  calculs  que  l'on  fait  en  Algèbre  pour  la 
division  algébrique  ordinaire.  (  )n  peut,  dans  le  couranl  du  calcul, 
remplacer  lont  coefficienl  par  un  autre  qui  lui  ><>i{  congru  (modjo), 
ce  ipn  peul  servir,  par  exemple,  à  abaisser  la  valeur  absolue  des 
coefficients  au-dessous  de  />. 

Le  quotienl  d'un  terme  A./'"  par  un  terme  Vxm  esl  \>.r'"  '"  , 
B  étant  le  quotienl  <le  A  par  V  entendu  au  sens  du  n°  105.  Le 
module  p  étanl  premier,  ce  quotienl  existe  toujours  pourvu  que 
V'^  o  (mod  p). 

En  particulier,  on  dil  que  le  polynôme  y  (a?)  esl  div  îsiblei  modp) 
par  le  polynôme  œ(a?)  lorsque  !»('./■  )  esl  identiquement  congru  j 
zéro  (  mod  p).  On  a  alors 

i    r  ,      ç  ,,  i  i  )i  ,  |        ,  mod  [>  \. 

Exempte.  —  Soit  à  diviser  5  a;3        '>./■'  ■+-  ■>.<  ;  -     Sx-       •  .r -\- i 

par  .'>./ ■'  +  ./ •■-       ~)x  —  ■>.  (mod  7). 
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^T'  —   ■>  .?•'•  -H      7 X*  —     5x'2+2T+  I 

—  4  -T"''  -i-  ^O-T3  -h     8.T2 

—  6^-4-      :r3-t-    3j:3+îx 

-H      iJ'3-   IOT!  —  q>' 


3^3 


5^ 


7T 

5  a? 


—      .r2  -i-  3  a:  -+-  3 

Pour  diviser  un  coefficient  A  par  un  coefficient  A',  il  suffit  de 

multiplier  A  par  l'inverse  de  A'  (mod  p)  [voir  n"  105).  Voici, 

pour  faciliter  le  calcul,   le  Tableau  des  nombres  inverses  deux  à 

deux  (mod  7)  : 

1  x  1 

7.  x  4 

3x5 

>  s=  i         (  mod  7). 
4  x  2 

5x3 

6x6   / 

Remarquons  qu'un   polynôme  est  toujours  divisible  (mod/?)  par 
un  facteur  numérique  ^é  o. 

126.  Plus  grand  commun  diviseur  (mod  y?)  de  deux  poly- 
nômes. —  On  peut  maintenant  établir  une  théorie  du  plus  grand 
commun  diviseur  (mod  p)  absolument  analogue  à  celle  de 
l'Algèbre.  Le  plus  grand  commun  diviseur  (mod/?)  de  deux  poly- 
nômes s'obtient  en  divisant  le  premier  par  le  second,  puis  le 
second  par  le  reste  et  ainsi  de  suite.  Nous  laissons  au  lecteur  le 
soin  de  voir  que  tous  les  raisonnements  qu'on  a  faits  en  Algèbre  à 
ce  sujet  peuvent  se  répéter  ici. 

De  cette  théorie  du  plus  grand  commun  diviseur  (mod  />),  on 
déduit  d'ailleurs  les  mêmes  conséquences  que  de  celle  du  plus 
grand  commun  diviseur  ordinaire.  Nous  nous  contenterons 
d'énoncer  celles  dont  nous  allons  avoir  besoin. 

127.  i°  Tout  diviseur  commun  (mod  p)  de  deux  polynômes 
est  un  diviseur  (mod  p)  de  leur  plus  grand  commun  divi- 
seur (mod  p); 


72  «Il  kP.    III.  Dl  S    '  ONGBI  ENCIS. 

-  Quand  on  multiplie  deux  polynômes  /><ir  un  troisième, 
leur  plus  grand  commun  diviseur  \  vaodp)est  multiplié  par  ce 
troisième  : 

I  ■  Quand  on  divise  deux  polynômes  par  un  diviseur  com- 
mun (mod/?),  leur  plus  grand  commun  diviseur  (mod/?)  est 
divisé  |  mod/?  i  par  ce  troisième; 

4°  Quand  on  divise  (mod  p  I  deux  polynômes  par  leur  plus 
grand  commun  diviseur  i  mod  p  .  les  quotients  obtenus  ont 
pour  plus  grand  commun  diviseur  un  nombre.  <  )n  dit  qu'ils 
sonlpremiers  entre  eux  (mod  /<  : 

5°  Quand  un  polynôme  divise  (médp)le  produit  de  deux 
autres,  et  qu'il  est  premier  \  mod  p  >  avec  l'un  d'cu.r.  il  divise 
Vautre  |  mod  p); 

6°  Quand  un  polynôme  est  premier  (mod p)  avec  plusieurs 
autres,  il  est  premier  avec  leur  produit  ; 

-"  Quand  deux  polynômes  sont  premiers  entre  eux  (mod  />), 
deux  puissances  quelconques  de  ces  polynômes  sont  premières 
entre  elles; 

8°  Quand  un  polynôme  est  divisible  (mod  p)  par  plusieurs 
autres  polynômes  premiers  entre  eue  deux  à  deux  |  mod  />),  il 
est  divisible  par  leur  produit . 

La  démonstration  de  ces  théorèmes  esl  identique  à  celle  qu'on 
donne  dans  la  théorie  de  la  divisibilité  ordinaire  des  polynômes, 
ou  dans  celle  des  nombres  entiers  ('). 

128.  Théorème.  —  Si  a  est  racine  de  la  congruence 

f\  r  )      o        i  mod  p  i, 

f(x)  est  divisible  (modp)parx —  a  et  réciproquement. 


(')  Les  trois  derniers  théorèmes  sonl  analogues  aux  théorèmes  sur  les  nombres 
entiers  énoncés  aux  n  12,  i '..  15.  Ceux  ci  onl  été  démontrés  en  s'appuyant  sur  la 
théorie  de  la  décomposition   des   nombres  en  facteurs  premiers. 

On  pourrait  iii  f;iirc  une  théorie  analogue,  en  considérant  des  polynômes  qui 
ne  sonl  divisibles  (modp)  que  par  un  facteur  numérique  mi  par  un  polynôme 
<l>-  même  degré  qu'eux  [polynômes  irréductibles  (mod/?)];  maison  peut  aussi 
remarquer  que  les  théorèmes  des  a"  12,  13,  Ib  se  démontrent  facilement,  sans  s'ap- 
puyer sur  la  théorie  «le  la  décomposition  en  facteurs  premiers  :  c'esl  ce  que  nom 
laissons  au  lecteur  le  soin  de  voir. 
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En   effet,    divisons  (mocl  p)f(-c)  par  x —  a.    Le  reslc    V  est 

indépendant  de  x. 

f\  a?)=  (./■  —  a)Q(x)-h  A        (mod  p). 

Remplaçons  dans  celle  identité  x  par  a,  il  vient 

ii        \         m  1 1 1 1  (  I  p  )  ; 
donc 

f(x)  =  (#  —  a)  Q(#)        '  iikkI  // 1. 

ce  qui  prouve  quey"(.r)  est  divisible  (mod/?)  par  ./•  —  a. 
Quanl  à  la  réciproque,  elle  est  évidente. 

129.  Racines  multiples.  —  On  dit  que  «est  racine  multiple 
d'ordre  x  de  la  congruence  f(x)  =  o  (mod/?),  lorsque  le 
pnl_\  n<mici/(^r)  est  divisible  (mod/?)  par  (x  —  a)*  et  ne  l'est  pas 

par  (x  —  «)a+l. 

130.  Théorème.  —  Si  a,  b,  c,  .  .  .  ,  l  sont  des  racines 
incongrues  deux  à  deux,  d'ordres  a,  (U,  y,  . . . ,  \  de  multipli- 
cité d'une  congruence  f(x)  =  o  (mod  p),  /(x)  est  divisible 
(mod  p)  par  le  produit  (x  —  a)a(x  —  b  )P.  .  .  ( x  —  /)x. 

En  effet  f(x)  est  divisible  (mod/?)  séparément  par  (x  —  a  |a, 
(x  —  6)P,  .  .  . ,  (x  —  /)*;  or  remarquons  d'abord  que  les  poly- 
QÔm  s  x  —  a,  x  —  b,  .  .  . ,  x  —  /  sont  premiers  entre  cu\  deux  à 
deux  (mod/?).  En  effet,  un  diviseur  commun  (mod/?)  de  x  —  a 
ni  x  —  b,  par  exemple,  doit  diviser  leur  dilïerencc  a  —  b,  qui  est 
un  nombre  non  congru  à  zéro  (mod/?).  Ce  diviseur  commun  ne 
peut  donc  èlre  qu'un  diviseur  numérique. 

Les  polynômes  x  —  a,  x  —  b,  .  .  . ,  x  —  /  étant  premiers  entre 
eux  (mod/?)  deux  à  deux,  il  en  est  de  même  de  leurs  puissances 
quelconques. 

f(x)  étant  divisible  (mod  /?)  par  les  polynômes  (x  —  a)a, 
{x  —  6)?,  .  . . ,  (x  —  iy~  qui  sont  premiers  entre  eux  deux  à  deux, 
l'est  aussi  par  leur  produit. 

131.  Corollaire.   —    Lue  congruence  de  degré  r  ne  peut 

avoir  plus  de  r  racines,   une  racine  d'ordre  oc  étant  comptée 
pour  a  racines. 

Car,   sinon,  le   premier  membre  de  la  congruence  serait  divi- 
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sible  (mod  /))  par  un  polynôme  de  degré  plus  élevé  <juc  lui,  ce 
qui  es!  impossible. 

132.  Comme  exemple  'I.-  congruence  ayanl  autant  de  racines 
incongrues  que  d'unités  dans  son  degré,  on  peul  citer  la  con- 
gruence 

/■/•  ■  '      i      (.        i  mod  /'  i 

<|ui.  d'après  le  théorème  de  Fermât,  a  pour  -ululions  les  nombres 
1  •  a p  —  i . 

<  Ioroj  i.  URE.  —  On  a 

1       [==(a?  — i  — />  +  i  )         (mod/?). 

133.  Théorème  de  Wilsow.  —Si  dans  l'identité  précédente, 
on  fait  x  =  o,  il  vient,  en  remarquant  que  />  esl  impair, 

i  .i. .  .i  />  —  i  >  — i —  i      o        i  mod  p  i. 
égalilé  qui  constitue  le  théorème  de  Wilson. 

Réciproque  du  théorî  \n   de  W  ilson.        Si  l'on  a 

i  .  2 .  .  .(  [>  —  l)        I     --.  O  '  mod  />  i, 

le  n'ombre  />  est  premier. 

En  effet,  sinon  le  nombre  />  aurait  un  diviseur  plus  petit  que 
lui,  qui  étant  contenu  comme  facteur  dans  le  produit  i  .:>. . . .i  p —  i) 

le  dis  i -rr.nl  ;  niais  ce  diviseur  de\  rail  au--i  di\  iser  i  .■>..  ..(/> —  i)-f- 1 

< I ii î  est  multiple  dey/.  G'esl  impossible. 

134.  Nous  venons  de  due  qu'une  congruence  de  module  pre- 
mier a .  au  plus,  autanl  de  racines  qu'il 3  a  d'unités  dans  son  degré. 

Mais  il  y  a  des  congruences  qui  onl  moins  de  racines  que  d'u- 
nités dans  leur  degré,    Par   exemple,   on   vérifie   facilement   que 

la  congruence 

/      -  }  =  o        <  mod  ;  i 
na  pas  de  racines. 

A  ce  propos,  on  a  le  théorème  suivant  : 

135.  Théorème.  —  Soit  ^\.r\  un  diviseur    vnoàp)  de  f(x).  Si 
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la  congruence 

/(.r)=ao         (mod/?) 

a  autant  de  racines  que  d'unités  dans  son  degré,  il  en  est  de 

même  de  la  congruence 

tpl  f)=  o        (mod  /'  i. 

En  effet,  soitQ(^c)  le  quotient  dej(x)  par  o(x).  La  congruence 

/■(:r)=  o         (mod  />) 

peut  s'écrire 

cp|  ./)  Q(cc)  s  o         (mod  /'  i. 

Le  degré  de  f(x)  est  la  somme  des  degrés  de  <f(x)  et  de  Q(# 
Comme  d'ailleurs  une  racine  de  /(x)  est  nécessairement  racine 
soit  de  o(x),  soit  de  Q(x)  ;  si  la  congruence 

cp|  ./■)  =  o         (mod  ]>  ) 

avait  moins  de  racines  qu'il  n'y  a  d'unités  dans  son  degré,  il  fau- 
drait que  la  congruence 

Q(r  )  =  o         (  modp) 

en  ait  plus,  ce  qui  est  impossible. 

136.  Cas  particulier.  —  Soit  d  un  diviseur  de  p  —  i ,  la  con- 
gruence 

x<( —  1^0        (  mod [>  i 

a  d  racines.  Car  on   sait  que   le   polynôme  xd — i    est  diviseur 
algébrique  du  polynôme  xP~K  —  i . 

137.  Racines  communes  à  deux  congruences. 

Les  racines  communes  à  deux  congruences  sont  les  racines  du 
plus  grand  commun  diviseur  de  leurs  premiers  membres. 

138.  Corollaire.  —  Soit  o(x)  le  plus  grand  commun  divi- 
seur (mod  p)  d' un  polynôme  f(x)  et  du  polynôme  xP —  x. 

i°  La  congruence  rf(x)=o  (mod/>)  a  autant  de  racines 
nu  il  y  a  d'unités  dans  son  degré;  :"  ces  racines  sont  ton  1rs 
les  racines  de  /(x)  =  o  (mod  p). 
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En  effet, 

i  cpi  /■  «la  nt  n  ii  diviseur  de  xp  -x,  el  ta  congruence  xp — x=o 
(mod/?)  ajanl  autan!  de  racines  qu'il  \  a  d'unités  dans  son 
degré,  il  en  esl  de  même  il<'  la  congruence  œ(a:)  =  o  (mod/?) 
(nu  135); 

'  Tout  nombre  étant  racine  de  xP —  x  =  o  (mod/?),  toutes  les 
racines  de  f(x)  h^  <>  |  mod  /'  I  sont  racines  communes  à  celte  con- 
gruence  <•!  à  la  précédente,  donc  elles  sont  racines  de  o(x)  =  o. 

Ce  t  béorème  permel  donc  de  voir  combien  une  congruence  a  de 
racines. 

139.  Remarque.  —  Si  la  congruence  /(x)  =  o  (mod p)  est  de 
degré  supérieur  à// —  i.  la  première  opération  à  faire  dans  la 
recherche  du  plus  grand  commun  diviseur  (mod/?)  de  /"(x)  et 
de  xP — x  consiste  dans  la  division  de  /(x)  par  xP — x.  Pour 
trouver  simplement  le  reste  de  celle  division,  il  suffi  t  de  rempla- 
cer dans  y( x)  xP  par  ./•.  de  façon  à  rabaisser  tous  les  exposants 
au-dessous  de  p. 


Exemple. 


Soit  la  congruence 


xil  —  >.r10 —  x'-'  +  \).rs  —  li./':  —  ./■• 

-1-/1  x'*  —  i xz  —  i  o  a?2  -t-  \bx  —  6  =  o 


(mod  7). 


Je  commence  par  réduire  les  exposants  supérieurs  à  (>;  pour 
cela  je  remplace  l'exposant  i  i  par  l'exposant  5,  l'exposant  io  par 
l'exposant  /j5  etc.,  et  j'obtiens  la  nouvelle  congruence 

x'*  —  l.i  ■        r-    |    ()./■        Ci        ii  i  mod  7). 

Cette  congruence  n'ayant  évidemment  pas  zéro  pour  racine,  au  lieu 
de  chercher  le  plus  grand  commun  diviseur  (mod  p)  du  premier 
membre  avec  x1 —  x,  il  revient  au  même  de  le  chercher  avec  x° —  1 , 
ce  qui  donne  les  opérations  suivantes  : 


r*                                                   -  1 

x--h  3  x  -t-  3 
— 3a?3 —  xi+ix     6 

">.r  —  1 
3<r^-}-3.r! — 2.rn-3 

ùx"-  —  i  a  — 

! 

«kr^-f-    x^—ix'*--  1 

—     T*->r'}>X*- 

'.r-—  G  x 

2X''+0X3—  Gx8-l 

^-i-2ï2+    .r  — 6 
/(x-—5x^-  i 

5x*—  ar-4-3 
.r-3 

n 

'&&  +                -t-  4  x  —  1 

aar3-+-  3a;2— 6jt-*-4 

G.r'— 4-r—  2 

ta?*— '2a: -t- 3 
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Le  plus  grand  commun  diviseur  est  6x- —  f\X  —  2. 
On  vérifie  facilement  que  la  congruence 

bx- — 4  3"  —  2  =  0         (mod;) 
a  deux  racines  x  =  1  et  x  =  2. 

§  V.  —  Congruences  binômes.  Restes  des  puissances  successives. 
Racines  primitives.  Indices. 

140.  On   appelle    confluence   binôme   une    congruence  de  la 

forme 

x"  =  a         (modp  1. 

Le  cas  particulier  où  a  =  o  se  traite  immédiatement.  Dans  ce  cas, 
la  congruence  a  une  solution  et  une  seule  :  x  =  o. 

1-41.  Examinons  maintenant  le  cas  de  a  =  i.  La  congruence 
devient  alors 

i  16)  x"  =  1         (mod/>  i. 

On  sait  que  toutes  les  racines  de  la  congruence  (16)  sont  racines 
de  la  congruence  obtenue  en  égalant  à  zéro  le  plus  grand  commun 
diviseur  (mod  /;)  de  x" —  1  et  de  xP~[  —  1,  cette  dernière  ayant 
d'ailleurs  autant  de  racines  distinctes  qu'il  y  a  d'unités  dans  son 
degré  (n°  138). 

Or  si  l'on  cherche  le  plus  grand  commun  diviseur  par  la  méthode 
des  divisions  successives,  on  voit  facilement  qu'il  est  égal  à  xfj  —  1 , 
0  étant  le  plus  grand  commun  diviseur  de  n  et  p —  1.  (D'une  façon 
plus  générale,  le  plus  grand  commun  diviseur  (mod/?)  de  xr —  1 
et  xs —  1  est  xd —  1 ,  cl  étant  le  plus  grand  commun  diviseur  de  r 
et  s;  il  esi  identique  au  plus  grand  commun  diviseur  algébrique, 
et  est  indépendant  de  />.  1 

Donc  la  congruence  xr — j  =  o  (modp)  a  0  racines  distinctes 
qui  sont  les  racines  de  x8 —  1=0  (motl  p). 

142.  Nous  sommes  ainsi  ramenés  à  n'étudier,  parmi  les  con- 
gruences de  la  forme  (16),  que  celles  dont  l'exposant  est  un  divi- 
seur 8  de  p  —  1 ,  et  qui  oui  f>  racines  <l  isl  m  des. 

Parmi  ces  0  racines,  il  y  en  a  qui  sont  en  même  temps  racines 
de  congruences  de  même  forme,  mais  de  degré  inférieur. 
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(  Ion  sidérons  en  effel  la  congru  en  ce 


dP 


8'  étanl  un  diviseur  de  8.  Toute  racine  y.  de  cetle  congruence  est 
aussi  racine  de  la  congruence 

(i7)  r«      i      o; 

car  on  ;i,  par  hypothèse, 

'j.''  -y=  \  I  />  i. 

d'où,  m  élevant  le-  deux  membres  a  la  puissance  ?l- 

a5==  |         |  mod  />  ). 

Réciproquement,  toute  ratine  de  la  congruence  (17),  quiest 
en  même  temps  racine  d'une  congruence  de  même  forme,  mais 

de  degré  inférieur 

xr —  1  =  o 

est  aussi  racine  d'une  congruence  de  même  forme  mais  dont 
l'exposant  est  un  diviseur  de  8,  plus  petit  ijur,  Z. 

En  effet,  une  telle  racine  est  en  même  temps  racine  de  la  con- 
gruence obtenue  en  égalanl  à  /-oro  le  plus  grand  commun  diviseur 

des  polynômes  #8—  1   et  xr — 1.  Or  nous  avons  vu  que  ce  poly- 
nôme est  xv —  1 ,  8'  étant  le  plus  grand  commun  diviseur  de  /•  el  8, 

el    par  suite  0' étant  un  diviseur  de  0  plus  pelil    que  0. 

[{',).  /laeincs  primitives.  —  On  peut  donc  diviser  les  racines 
de  la  congruence  xl —  1  =  o  en  deux  catégories  :  i°  celles  qui  ne 
sont  racines  d'aucune  congruence  de  même  forme,  mais  de  degré 
inférieur,  et  qu'on  appelle  racines  primitives  ;  :>"  celles  qui  sont 
racines  de  congruenees  de  même  l'orme  el  de  degré  inférieur,  et 
qu'on  appelle  racines  non  primitives. 

\\\.  y/ombre  des  racines  primitives  de  lu  congruence 
x5 — 1  =  0  (mod/?).  —  Soit  8  =  a*b$  .  .  .  P,  la  décomposition 
de  8  en  facteurs  premiers.  Je  ferai  d'abord  la  remarque  suivante  : 

à  savoir  que  le  plus  grand  commun  diviseur  îles  deux  nombres-» 
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T  j  par  exemple,  est  — V  •  En  eflet,   si   l'on   divise—  et  T  par  — r»  on 

b      r  '  ^A  a        b  '         ah 

trouve  connue  quotients  h  cl  a  qui  sont  premiers  entre  eux. 

Ce  résultat  se  généralise.  Le  plus  grand  commun  diviseur  des 
^     %     ^    ^  » 

quatre  nombres -j  T}  -,  -.,  parexemple,  est  — -. — -.-En  elTet,  le  plus 
1  a    b    c    a    '  '  aoed  ' 

grand  commun   diviseur  de  -  el   .   esl  — ;  >  comme  on  vienl  de  le 

0  a  b  a  h 

r  *  R 

voir;  ensuite,  le  plus  grand  commun  diviseur  de  — r  et  -  est  —r- > 

10  ab        c  abc 

parce  que  sj   1  on   divise  — T  et  -  par  —7-»  on  trouve   comme  nno- 

1  '  ab         c  l  abc  ' 

lienls  c  el  ab  qui  sonl  premiers  entre  eux;  et  ainsi  de  suite. 

On  déduit  de  ce  qui   précède  que  les  racines  communes  aux 
ô  3  0  0 

congruences  xa  —  1  =  o,  xh —  1  =  o,  x' —  1  =  o,  xd —  1  =  o  sont 

0 
les  racines  de  la  congruence  xabcd —  1  =  o. 

Ceci  posé,  la  congruence  x8 —  1  =  o(mod/?)  a  en  tout  0  racines. 
Celles  de  ces  racines  qui   ne  sont  pas  primitives  sont  racines 
de  l'une  des  congruences 

0                             ô  S 

/"—  1     =  o,  x1' — [  =  o,  r<  —  1  =  0. 

Supposons  écrites  les    0  racines  de  la  congruence  a?8 — 1  =  0 

dans  une  suite  S,    et  de  cette   suite  barrons  successivement  les 

0 
racines   de    la    congruence   x" — 1  =  0,    puis    celles    de    la    con- 

0 
gruence  x1' —  1=0,  .  .  .;  il  ne  restera  plus  qu'à  voir  combien  il 

reste  de  racines  dans  la  suite. 

0 
Or  les   racines   de  la  congruence   x" — 1  =  0  sont  au  nombre 

de  -;  si   on   les   barre  dans   la  suite  S,   il    reste  dans  cette   suite 
a 

0         .  /           1  \ 
0  —  —  =  0  I  1 racines. 


Les   racines  de   la   congruence   xb — 1  =  0   sont    de    même    an 
nombre  de   -•  AI  a  i  s  certaines  d'entre  elles  ont    déjà   été   barr.ées 

comme  racines  de  la  congruence  x"  —  1  =  o  ;  il  faut  donc  conuum- 
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cer  par  barrer  dans  la  suite  des  racines  de  la  congruence  xb  —  i  =o 

celles  qui  sont  racines  de  x        i       ". 

Or  ces  racines  communes  aux  deux  congruences  sont  racines 

6  > 

de    ./ ■'' .     i       o;    leur    nombre    esl    donc— r>  et   après  les  avoir 

2 
barrées  dans  la  suite  de- racines  de  la  congruence  a;6 — 1  =  0,  il 

ne  restera  pins  que  -, -r  ou  ~  (  i )  racines  dans  cette  suite 

1  '       h        ab         o  \         a  J 

Ce  sont  celles  qu'il  faut  barrer  parmi  les  S|  i )  racines  qui 

restent  dans  la  suite  S.  Le  nombre  des  racines  restant  dans 
cette  -mi e  esl  alors 

'('   î)    U'-i ;)■ 

Il     faut    maintenant     barrer     les     racines    de     la    congruence 

ô 

Xe — i  =  o   qui  n'ont   pas  encore  été   barrées   comme   racines    de 

l'une  des  congruences  x" —  1  =  o,  x1' —  1  eh  o. 

En  définitive,  le  raisonnement  cl  le  calcul  se  poursuivent  abso- 
lument comme  on  l'a  fait  au  n"  71,  et  l'on  trouve 

»(-î)(-i)-"(-i)' 

ou  tp(8)  racines  primitives  de  la  congruence  .rs —  1  =0  (mod  />). 

145.  Autre  démonstration  de  ce  résultat.  —  Voici  de  ce 
résultai  une  autre  démonstration,  dont  le  principe  est  dû  à 
(iauss.  Nous  la  diviserons  en  plusieurs  points  : 

I.  Soit  a  une  racine  de  la  CODgruence 

I  1  s  1  xr' —  1  =  0        (  mod  />  ). 

II  en  résulte  que  a8  e~i  congru  à  i  (mod/)).  De  plus,  si  a  est  racine 
primitive  de  la  congruence,  8  sera  le  plus  petit  exposant  tel 
que  a°  soit  congru  à  i,  et  réciproquement. 

II.  Tout  nombre  ot  //<>//  congru  à  zéro  (mod  p)  est  racine 
d'une   congruence   de   l<<    forme  (i8),   8    étant  un   diviseur 
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de  />  —  i.  —  En  effet,  d'après  le  théorème  de  Fermai,  a  esl 
racine  de  la  congruence  xP  '  — 1  =o;  donc  ou  bien  a  est  racine 
primitive  de  cette  congruence-là,  ou  bien  il  est  racine  de  con- 
gruences  de  même  forme,  mais  de  degrés  inférieurs.  Comme 
d'ailleurs,  nécessairement,  il  y  a  un  minimum  à  ce  degré,  a  est 
certainement  racine  primitive  d'une  de  ces  congruenecs. 

III.  Si  des  nombres  a,  (3,  y  sont  racines  de  la  congruence 

.r?J —  i  =  o,  leur  produit  x^est  racine  de  la  même  congruence. 
(  !ar  si  l'on  a 

y.?J       i.  p8       i,  y8       '• 

on  en  déduit,  en  multipliant  ces  congruenecs  membres  à  membres, 

(apv)S=,. 

Donc  a(3y  esl  aussi  racine  de  la  congruence. 

C\s  particulier.  —  Si  un  nombre  y.  est  racine  de  la  con- 
gruence j?5 — 1=  o,  toute  puissance  de  cette  racine  l'est  aussi. 

IV.  Si  la  l'a  ci  m-  oc  de  la  congruence  x* —  1^0  est  une  racine 
primitive,  les  puissances  d'exposants  1,2,  .  .  . ,  0  de  cette  racine 
reproduisent  toutes  les  racines  de  la  congruence. 

Kn  effet,  les  nombres 

(19)  *>     '/2<    a'! *°> 

sont  tous  racines  de  la  congruence.  Comme  ils  sont  au  nombre 
de  8,  si  Ton  démontre  que  deux  d'entre  eux  sont  incongrus  (mod  />  1 
le  théorème  sera  démontré.  Or,  si  l'on  avait 


(in  en  di'duirait 


:  ?.'''         i  mod  />  l, 
1         1  mod  />). 


Mors  o  ne  serait  pas  le  plus  petit  exposant  tel  que  y''  soi) 
congru  à  1  (mod  p  >. 

V.  Si  Von  considère  l<i  suite  indéfinie  dans  les  deux  sens 

des  puissances  de  y.,  y.  étant  une  naine  primitive  de  la   c<in- 

gruençe  .r8 — i^n,  celle  suite  forme  une  suite  périodique^  le 

nombre  des  termes  de  la  période  étant  8,  et  deux  termes  de 

G.  6 
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même  rang  dans  deu. >■  périodes  différentes  étant  convins 
!  mod  p). 

En  particulier,  les  puissances  qui  sont  congrues  à  \  sont 
celles  dont  V exposant  est  divisible  par  S. 

Ceci  résulte  évidemment  de  ce  qui  précède. 

\  I.  Si  la  congruence  x*  —  i=oa  une  racine  primitive,  elle 
en  ,i  »(8).  —  En  effet,  les  nombres  |  ig  i  représentanl  toutes  les 
racines  de  la  congruence,  cherchons  la  condition  pour  qu'un  de 
ces  nombres  at'  soil  racine  primitive. 

Il  faut  pour  cela  el  il  suffil  <pie,  dans  la  suite  des  puis- 
sances de  y.'~,  la  première  qui  soil  congrue  à  i  |  mod  p)  soit  «I  ex- 
posant o. 

Il  faut  donc  el  il  suffil  que  la  plus  petite  valeur  positive  de  £ 

< | il i   satisfasse  à  la  condition 

(  2o  i  *r^=  i        i  mod  p 

soil  ;  =  8. 

Mais  puisque  txesl  racine  primitive  de  la  congruence  x°  —  i  =  o, 

la  condition  (20)  peut  être  remplacée  par  la  suivante  :  à  savoir 
que  /•;  soit  divisible  par  8. 

Or.  1 10 m  1-  que  la  plus  petite  valeur  de  ;  «pu  satisfasse  à  celle 
condition  soil  ç  =  0  î l  faul  et  il  suffit  que  r  soit  premier  avec  8. 

En  résumé,  il  \  a  dans  la  suite  (19)  autant  de  racines  primi- 
tives   qu'il     \    a    dans     la     suite    des    exposant^    \.> 8    de 

nombres  premiers  8. 

(  )r  il  v   en   a  »(S). 

\  II.    La  congruence  .<"  —  1  =  o  a  <p(3)  racines  primitives.  — 

Non-    avons    seulement     démontré    <pie    celle     continence     a    zéro 

ou   co(8)  racines.    M   reste   a    démontrer   qu'elle    en    a   effective- 

1 1 1  e II  I    CO ( 8 ) . 

<  )r.  soient 

1 .    8 ,    8' p  —  1 , 

les  diviseurs  de  j>  —  1 . 

Parmi   les  /> —  1    nombres  non  congrus   à   zéro,   el    incongrus 

deux  à  deux  |  moil  //  ).  parmi  les   nombres    1 .  ■> />  — •  1    par 
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exemple,  supposons  qu'il  v  en  ait 

f£0  y-  >•• 

/;,      qui  soient  racines  primitives  de  la  congruence  x       — i  =  o, 
ni  »  xl       -1  =  0, 

n6.  »  .r5      —1  =  0, 

//,,_,  »  xi>-{—  i=o. 

D'après  ce  qu'on  a  cl i L  plus  haut,  les  /?  —  i  nombre.-  considérés 
sont  tous  compris  dans  cette  énumération.  Donc 

ni  —  /15-f-  rtg'-i-.  .  .-+■  n,,-x  =  p  —  1. 

D'au  Ire  part 

n,  =  0  ou  «!  =  cp(i), 

ni  =0  ou  «s  =  <?(<$), 

ni-  =  o  ou  n^  =  cp(Ô*), 


«/,..,  =  o         ou         n,,-i  —  o(p  —  1). 

Or 

ç(i)-)-cp(8)  +  ..  .-h  <f(p  —  1)  =p  —  1, 

et,  comme  on  l'a  dit  plus  haut, 

ni  -+•  «g  -4-  «g-  -h . . .  -+■  np-i  —  p  —  1 . 

Donc,  si  un  seul  des  nombres  «1,  «g,  •  •  ■  »  "/»-i  était  nul,  leur 
somme  ne  pourrait  être  égale  à  p  —  1 . 
Donc 

71,  =  <p(i),         ni=v(o).         «s=<p(o')?         »,,-i  =  'f(/>  —  1). 

C'est  ce  qu'il  fallait  démontrer. 

I  40.    Racines  primitives  du  nombre  premier  p.  —  En  parti- 
culier, il  existe  cp(/9  —  1)  racines  primitives  de  la  congruence 

.r/'-'  —  1  ==  o         (mod/)). 

Ces  racines  primitives  sont  dites  racines  primitives  du  nombre 
premier  p. 

147.  Théorèmi  .         Si  y.  est  une  racine  de  la  congruence 

x8 —  1  =  o  et  ?.'  une  racine  de  la  congruence  xs' —  1  =o,  aa' 
est  racine  de  la  con gruence  .rss' —  i  =o. 
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l'n  effet,  des  congrucm  es 

■x'-        l  .  y7'         l  ■ 

on  déduit  facilement 

(osa'  fà  =  I. 

| ',S.  Théorème.  —  Si  a  est  racine  primitive  de  la  con- 
gruence '?j  — 1  =  0  et  -/  racine  primitive  de  la  con- 
gruence xv — 1=0  et  que  û  et  o  soient  premiers  entre 
eux,  aa'  est  racine  primitive  de  la  congruence  xzv —  i  =  o. 

En  effet,  supposons  que  aa'  soit  racine  de  la  congruence 

,//  _    1    =;;    0  (    mO(l    /)    L 

On  a  donc 

(aa' )>'  =  !, 

ou  en  ('devant  les  deux  membres  à  la  puissance  o 

Mais  a5A  est  congru  à    i.    Donc  la  condition  précédente  peut 

s'écrire 

a'8/<  s=  i . 

Or  puisque  a' est  racine  primitive  de  la  congruence  x°' —  i  =  o, 
ceci  exige  que  8/2  soil  un  multiple  de  o',  et,  puisque  0  et  ô'  sont 
premiers  entre  eux,  ceci  exige  enfin  que  h  soit  un  multiple  de  0. 

On  verrait  de  même  que  h  est  un  multiple  de  0'. 

//  étant  un  multiple  commun  <!<•  S  ri  8'  qui  sont  premiers  entre 
eux,  //  est  multiple  de  00'.  Donc  la  plus  petite  valeur  possible 
de  h  est  égale  à  00'. 

Donc  aa'  est  racine  primitive  de  la  congruence 

,  ôô  —  |  ==  o. 

1 19.  Restes  des  puissances  successives  d'un  nombre  par  rap- 
port à  un  module  premier.  —  Los  résultais  précédents  peuvent 
s'énoncer  autrement . 

Soit  a  un  nombre  quelconque  non  divisible  par  un  module 
premier  p.  Considérons  La  suite  indéfinie  des  puissances  de  a, 

a,      y- y.7'       y.'Jt  '  .  .  . , 
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et  divisons-les  par  p,  elles  donnent  des  restes  dont  aucun  n'est 

nul  et  qui  sont  par   conséquent  certains  des  nombres  i .  2 

p  —  1 .  Soient 

ces  restes. 

Nous  avons  vu  qu'il  existe  toujours  une  congruence  #5 —  1  =  0 
dont  a  est  racine  primitive 

Les  nombres  a,  a2,.  .  . ,  a8  sont  alors  incongrus  deux  à  deux,  le 
dernier  de  ces  nombres  étant  congru  à  1 .  De  plus  on  a  vu  que  ces 
puissances. forment  une  suite  périodique  de  0  termes,  deux  termes 
dont  les  rangs  diffèrent  d'un  multiple  de  0  étant  congrus  (mod/>). 

Donc,  les  restes  /,,  r2,  .  .  . ,  /"8  sont  inégaux,  le  dernier  étant 
égal  à  1.  La  suite  indéfinie  des  restes  est  une  suite  périodique 
de  0  termes,  deux  termes  dont  les  rangs  diffèrent  d'un  mul- 
tiple de  0  étant  égaux. 

Ce  nombre  3,  qui  est  un  diviseur  de  p  —  1.  est  dit  Y  exposant 
auquel  appartient  a  par  rapport  au  module  premier  p. 

Il  existe  9(0)  nombres  incongrus  deux  à  deux  (mod/?)  et 
appartenant  à  l'exposant  0. 

En  particulier,  les  racines  primitives  du  nombre  p  sont  les 
nombres  qui  appartiennent  à  l'exposant/?  —  1.  Il  y  en  a  cp  (p  —  1) 
incongrues  deux  à  deux.  On  peut  les  choisir  parmi  les  nombres 
1,  2,  ..    ,p  —  i. 

Le  théorème  du  n"  148  peut  s'énoncer  ainsi  :  Si  deux  nombres 
x,  y.'  appartiennent  à  deux  exposants  0,  0',  premiers  entre  eux, 
le  nombre  aa'  appartient  à  l'exposant  00'. 

150.  Indices.  —  De  la  théorie  précédente  de  la  congruence 
x" —  1  =  o,  nous  allons  déduire  une  nouvelle  notion,  celle  d'in- 
dices, qui  nous  servira  ensuite  dans  la  considération  de  l'équation 
binôme  la  plus  générale  x" — «  =  o. 

Soit  g  une  racine  primitive  de  p.  Les  nombres 

(  7  I  )  l  jr         tri  crP  —  2 

sont  congrus  (mod  p),  à  l'ordre  près,  aux  nombres 
i,     2,     ....    p—  1. 

Par  suite,  soit  a  un  nombre  quelconque,  non  divisible  par/7. 
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Il  exisi.-  un  <l< is  nombres  de  la  suite  (21),  et  un  seul,  qui  est  congru 
.1  a  1  mod  p).  Soii  g9  ce  nombre,  «  est  dit  Y  indice  de  a  dans  le 
»\  slème  d'indices  de  base  g  el  de  module  p. 

On  remarquera  L'analogie  de  celle  définition,  avec  celle  des 
logarithmes. 

On  désignera  l'indice  de  a  dans  le  système  de  base  g  par  la 
notation  imL  <t . 

151.  Théorème.  —  «So/7  a  l' indice  d'un  nombre  a;  soit  S  /<■ 

/>///5  grand  commun  diviseur  de  a  e/  t/<?  /;  —  1  ;  y'e  û?w  que  a 

,   ,,  »  —  1 

appartient  a  I  exposant  — k —  • 

En  cflel,  on  a 

a  =  £■*         (motl/j). 
Donc 

<7,r  =  £•'«        i  iiiud  //  1. 
quel  que  soil  r. 

Donc  pour  que  ar  soil  congru  à  1 ,  il  faut  et  il  suffit  que  ry.  soit 
divisible  par  p  —  i,  c'est-à-dire  que  l'on  ait 

/ïso        |  modi  /'  —i)l 
ou 


iml 


p  —  \ 


Or,  ?  étant  premier  avec   -  >     >  la  première  valeur  de   r  pour 


/' 
laquelle  cette  condition  a  lieu  est  r  =  ^  ^  '  »  ce  qui  démontre  le 


_P  —  * 

0 

théorème. 

En  particulier,  les  racines  primitives  sont  les  nombres  dont 
l'indice  est  premier  avec  p —  1.  Ainsi  :  Connaissant  une  racine 
primitive,  on  les  a  toutes  en  élevant  la  première  à  des  puis- 
sances dont  les  exposants  sont  premiers  avec  p  —  1.  (C'est  le 
théorème  VI  du  n°  I  15.) 

152.  Voici  maintenant  des  propriétés  des  indices  qui  montrent 
leurs  analogies  avec  les  logarithmes  : 

Théorème.  —  L'indice  d'un  produit  de  facteurs  est  congru 

[mod  (/?  —  i)|,  à  la  somme  des  indices  des  /'acteurs. 
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En  cllet,  soienl  a,  a',  a"  îles  facteurs;  a,  a',  a"  leurs  indices. 
Soil  X  L'indice  du  produit.  On  a 

«  =  A'-4  (mod  /-  i. 

a'  =  a':'-  (mod  //  i, 

-/"       g*"         (  mod  />  i. 

Donc 

aa'ct"—  g-a+a+a"         <  mod/J  |. 

Mais,  d'autre  pari , 

an' n"      a'''        i  mod/?  ). 
Donc 

g-on-a'-f-a"=  £•>.         (mod/)), 
ce  qui  entraîne 

a  +  a'-t-  x"  —  À  |  mod  (  />  —  i  )|. 

ce  qui  démontre  le  théorème. 

153.  Corollaires.  —  L'indice  de  la  puissance  mième  d'un 
nombre  est  congru  [mod  (/>  —  i)]  à  m  fois  l'indice  de  ce 
nombre. 

loi.  L'indice  du  quotient  (mod/?)  de  deux  nombres  est 
congru  [mod(/j  —  i)]  à  l'indice  du  dividende  diminué  de  l'in- 
dice du  diviseur. 

loo.  Changement  de  base.  —  Soienl  a  l'indice  d'un  nombre  a 
dans  le  système  de  base  g,  a'  l'indice  du  même  nombre  dans  lé 
système  de  base  g*.  On  a  donc 

(11)  g*^  ir"x         i  mod  />  >. 

Soit  y  l'indice  de  g'  dans  le  système  de  base  g.  On  a 

g'~gy       (modp). 

Donc  l'égalité  (22)  peut  s'écrire 

#a=  a'Vv-         1  mod  /'  ». 
d'où 

•;a'     ■  y.  |  mod  (p  — I  l]. 

Telle  est  la  relation  par  laquelle  on  calculera  l'indice  a',  connais- 
sant l'indice  a. 

lin  particulier,  si  rt  =  »•  on  a  a  =  1 ,  cl  d'autre  part  a'  est  l'indice 
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de  i'  (Lin-  le  s}- sir  me  de  ba-.-  -  ' .  <  >n  a  floue  la  relation 

ind  ç#  <  in<l  g\  |  """1 1  /'  —  ')]• 

156.   Application  à  I"  congruence  binôme  générale. —  Nous 
allons  maintenant  étudier  la  congruence  binôme  générale 


i  •/;  i 


/•"        a  |  iiicmI  ji 


Cherchons  la  condition  nécessaire  et  suffisante  pour  que  cetle 
congruence  ail  des  solutions,  el  combien  elle  en  a. 

Si  a  o,  comme  non-  l'avons  déjà,  dit,  La  congruence  a  une 
solution  el  une  seule,  x  =  o. 

Soit  maintenant  a  =?    o. 

Dans  ce  cas,  la  considération  des  indices  va  nous  permettre  de 
ramener  l'élude  de  la  congruence  binôme  à  celle  d'une  congruence 
du  premier  degré.  Prenons  en  effet  les  indices  (dans  une  base 
quelconque)  des  (\cu\  membres  de  la  congruence  (23  >;  il  \ient 


«  24  ) 


//  ind  x       ind  '/         |  mod  (p  —  i  )]. 


Soit  o  le  plus  grand  commun  diviseur  de  //  et  de  />  —  i .  Si  o  di- 
vise inda,  la  congruence  (a4)>  dans  laquelle  on  considère  ind.r 
comme  l'inconnue,  a  o  solutions,  et  il  en  esl  de  même  de  la  con- 
gruence proposée.  Si  o  ne  divise  pas  ind  a,  la  congruence  (^4)est 
impossible  el  il  en  est  de  même  de  la  proposée. 

La  condition  qu'on  vient  de  trouver,  à  savoir  que  o  divise  mda, 
peut  s'énoncer  autrement.  En  effet,  divisons  ind  '/  par  o,  soient  /« 
le  quotient  et  /•  le  reste, 

inda  =  /.  o  -i-  r  <»_/•<&. 

I  )one 

a  =  £,*<5+r,        (  mod  /' 

en  appelant  g  la  base  du  système  d  indices. 
On  en  lire 

r{p  —  1]  n/>  —  1 

— 8~~ 


/     ! 

,    8 


k[p     ii 


=  # 


(mod/)). 


Si  o  est  un  diviseur  de  ind  a.  r  est  égal  à  zéro.  Par  suite  l'éga- 


lité précédente  donne 


/•-« 


(  mod  />  ). 
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Si  au  contraire  0  ne  divise  pas  inda,  /•  n'esl  pas  nul,  et  comme  r 
est  plus  pelil  (jue  0.  ou  a 

r(p-i)  ^ 
Donc 

p  —  \  r  (  p  —  1 1 

a  ô    ==  £■     <3      ^  1         (  mod  /- 

Ainsi  la  condition  nécessaire  et  suffisante  pour  que  la  con- 

gruence 

xn  =  a         (  mod  p) 

soit  possible,  est  que  l'on  ail 

/'-' 
(25)  a    0    =1         (mod/>), 

r/t  désignant  par  S  A?  /j/ms  grand  commun  diviseur  de  n  et 
de  p  —  1 . 

Quand  la  congruence  est  possible  elle  a  d'ailleurs  0  solu- 
tions. 

157.   Définition.  —  Un  nombre  a  tel  que  la  congruence 

x"=  a         (mod  p) 

soit  possible  s'appelle  un  reste  de  puissance  nième  par  rapport  au 
module  p.  Ces  nombres  sont  les  solutions  de  la  congruence 

/■-' 
a    0    =  1  (mod  p  ) 

(non  compté  le  reste  o.  D'ailleurs,  ce  reste  joue  un  rôle  particu- 
lier et  il  sera  souvent  sous-entendu  qu'on  ne  s'occupe  pas  de  lui). 

Il  v  en  a  donc  — 5 — 
0 

On  a  vu  plus  haut  que,  lorsque  la  congruence  jc"  =  a  (mod/>) 

est  possible,  l'indice  de  a  est  un  multiple  de   0.  On  peut  donc 

encore  dire  : 

Soit  g   une  racine  primitive  de  p,  les  restes  des  puissances 

niemes  soni   /es   nombres  g'j,    g™,    ...,   g   8   J    (non    compté    !<• 
reste  o). 
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158.   Cas  particulier.   —  Si   //       a   les  nombres  t«l s  que  la 

congruence 

i        n        i  mod  p  i 

soil    possible    s'appellent    restes  quadratiques   relativement   au 

module  p. 

Si  i>  ■     '.  p  —  i  esl   pair,  donc  8  esl  égal  à  a.  Donc  il  y  a  —t 
restes  quadratiques  :  ce  sonl  les  nombres  a  tels  que 

a  i        i  mod  /<  i 

el  a  étani  l'un  de  ces  restes,  la  congruence 

./•'-      a        i'  mod  // 1 
;■  deux  racines  incongrues. 

Ces  restes  quadratiques  peuvent  d'ailleurs  être  représentés  par 


159.  Calcul  des  racines  primitives  et  des  indices.  —  La  con- 
sidération des  indices  qui  nous  a  servi  à  trouver  la  condition 
pour  qu'une  congruence  binôme  soil  possible  sert  aussi  à  résoudre 
effectivement  celte  congruence. 

Il  faut,  pour  cela,  posséder  une  Table  des  indices  des   nombres 

i.    2 p  —  i  par  rapport  au   nombre  premier  j>    et    à    une 

certaine  racine  primitive  de  ce  module. 

La  première  chose  à  faire  est  donc  de  calculer  une  racine  pri- 
mitive du  nombre  /;.  D'ailleurs  quand  on  en  a  une  on  les  a  loules, 
d'après  la  conséquence  du  théorème  du  n°  151. 

160.  Recherche  d'une  racine  primitive  du  nombre  p.  —  La 
méthode  consiste  \\  chercher  des  nombres  successifs,  appartenant 
à  des  exposants  de  plus  en  plus  grands,  jusqu'à  ce  qu  <>n  arrive  à 
un  nombre  d'exposant  p  —  i . 

<  >n  essaye  un  nombre  a  plus  grand  que  i  et  plus  petit  que  p. 
Pour  cela  on  forme  la  suite  d<>  puissances  de  a,  en  réduisant  cha- 
cune, pour  plus  de  simplicité,  <m  reste  de  sa  division  par  p  ou  à 
son  reste  minimum;  el  l'on  voit  quel  esl  le  premier  reste  égal  à  i  • 
Soil  o  le  rang  de  ce  reste,   8  esl  l'exposanl  auquel  appartient  oc. 
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Sio=/>  —  1,  a  est  racine  primitive  elle  problème  est  résolu. 

Si  ï  n'e.-l  pas  égal  à  p  —  1 ,  a  n'est  pas  racine  primitive.  Aucun 
des  restes  obtenus  ne  l'est  non  plus,  car  ces  restes  élant  congrus 
aux  puissances  de  a  constituent  avec  a  toutes  les  racines  de  la  con- 
gruence  .r5 —  1  =  o.  Ils  sont  donc  d'un  exposant  au  plus  égal  à  0. 

Choisissons  donc  un  nombre  [3  qui  ne  soit  égal  à  aucun  des 
restes  précédents,  et  essavons-le  de  la  même  manière  que  a.  Si  jï 
est  racine  primitive,  le  problème  est  résolu.  Sinon,  supposons 
qu'il  apparl  ienne  à  l'exposant  0'.  Le  nombre  8'  n'est  certainemeni 
pas  un  diviseur  de  0,  car  alors  [3  serait  racine  de  la  congruence 
.rfj —  1  =  o,  et  par  suite  serait  l'un  des  restes  fournis  par  les  puis- 
sances de  a,  ce  qui  n'est  pas. 

Mais  <$'  peut  être  un  multiple  de  0.  S'il  en  est  ainsi,  nous  avons 
trouvé  un  nombre  appartenant  à  un  exposant  supérieur  au  précé- 
dent. 

Supposons  enfin  que  S'  ne  soit  pas  un  multiple  de  0.  Soit  m  le 
plus  petit  commun  multiple  de  0'  et  0;  ce  nombre  m  n'est  pas 
égal  à  S,  puisque  0'  n'est  pas  un  diviseur  de  0  :  il  est  donc  plus 
grand  que  0.  Nous  allons  trouver  un  nombre  d'exposant  égal  à  m. 
A  cet  effet,  décomposons  m  en  deux  facteurs  qui  soient  respecti- 
vement des  diviseurs  de  0  et  0'  et  qui  soient  premiers  entre  eux. 

Soit 

0       8' 
m  =  -  x  —  > 

80', 

-  et  —  étant  premiers  entre  eux. 

Pour  réaliser  une  telle  décomposition  de  m,  on  décompo- 
sera 0  et  0'  en  facteurs  premiers,  puis  on  supprimera  dans  0  les 
facteurs  premiers  communs  à  0  et  0'  qui  se  trouvent  dans  0  avec 
un  plus  petit  exposant  que  dans  S';  et  dans  0'  les  facteurs  premiers 
communs  à  0  cl  S'  qui  se  trouvent  dans  0'  avec  un  plus  petit  expo- 
sant que  dans  0.  Si  un  facteur  premier  se  trouve  dans  0  et  0'  avec 
le  même  exposant,  on  le  supprime  dans  celui  de  ces  deux  nombres 
que  l'on  veut. 

Ceci  posé,  considérons  les  nombres  a£  et  p1' (ou  les  restes  de  leur- 
divisions  par  p).  Ils  appartiennent  respectivement  aux  exposants  7 

et  -;  premiers  entre  eux. 
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Donc  leur  produit  v~-  y  ( Ou  le  reste  de  sa  division  par  p)  appar- 
tient à  un  exposant  égal  à  leur  produit,  c'est-à-dire  égal  ;'■  m. 
Le  problème  peu!  donc  être  considéré  comme  résolu. 

161.  Exemple.  — Trouver  une  racine  primitive  du  nombre  i5t. 

Nous  essayons  2,  nous  trouvons  la  période  suivante  : 


' 

4 

8 

16 

ii 

64 

128 

99 

i' 

82 

7 

'  i 

28 

56 

1  r> 

G; 

i34 

1 1 1 

65 

i3o 

io3 

49 

98 

3'.» 

7* 

1  JG 

—■>. 

— 4 

Le  calcul  est  ici  simplifié  par  !<•  fai'l  que  le  vingt-sixième  reste 
est  1 56  qui  est  congru  à  — 1  (mod  1^7).  Le  reste  suivant  sera 
donc  congru  à  — 2,  le  suivant  à  — \,  etc.;  on  retrouvera  les  restes 
précédents  changés  de  signe,  jusqu'au  5.>.r  qui  sera  congru  à  1  . 

Ainsi  2  appartient  à  l'exposant  52. 

Le  nombre  3  n'est  pas  contenu  dans  les  restes  précédents. 
Essayons-le.  Nous  trouvons  la  période 


3 

9 

27 

81 

86 

101 

1  ',(-. 

1 24 

58 

17 

5 1 

ir»3 

145 

121 

49 

14 1 

"7 

67 

44 

i3.>. 

8a 

89 

1 10 

16 

48 

•  44 

1 18 

i<> 

120 

46 

i38 

100 

143 

n5 

3i 

93 

122 

5  a 

ir>6 

-3 

—9 

Le  calcul  se  simplifie  pour  la  même  raison  que  le  précédent; 
'>  appartient  à  l'exposant  78. 

Or  on  a 

52  —  -.»-  •    il. 

78  =  2  x    3  x  i3. 

Le  plus  petit  multiple  commun  de  52  el  78  est  1  56  =  2-  x  3  x  1 3, 
qu'on  peut  décomposer  de  la  façon  suivante  en  deux  facteurs  pre- 
miers entre  eux  et  respectivemenl  dn  iseurs  de  52  et  78  : 

2!x  1  ">       2  x  3  x  i3       '>■>.       78 
i56= — ^ — x-  -  =  —  >:£—. 

1  »  2  i3         .> 


Les  nombres  218  el  3-  appartiennent  donc  respectivement  aux 
exposants  ^  el  — >  el  leur  produit  ?.nx.r  appartient  à  l'expo- 
sant 1  56,  c'esi-à-dire  que  c'esl  une  racine  primitive. 
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D'ailleurs    les   calculs   précédents   ont    montré    que    2,3=28 
mod  iSy). 
On  obtient  donc  la  racine  primitive 

■>S  x  9  =  n»       55         (mod  1  >7  |. 

Maintenant  que  nous  avons  la  racine  primitive  55,  si  nous 
l'élevons  successivement  aux  puissances  1,2,  ...,  i56  et  que 
nous  remplacions  les  restes  obtenus  par  leurs  restes  (mod  i5y) 
nous  obtenons  les  résultats  suivants  : 


xposanta 

Exposants 

Exposants 

Exposants 

Exposants 

Exposants 

ou 

0  u 

OU 

ou 

ou 

ou 

Indices. 

indices. 

Indices. 

indices. 

indices 

indices. 

1 

55 

27 

125 

53 

70 

79 

102 

io5 

32 

[3i 

87 

2 

42 

28 

124 

54 

82 

80 

n5 

106 

33 

I  J2 

7> 

3 

1  tu 

29 

69 

35 

1 1  i 

81 

45, 

107 

88 

i33 

Ï3 

4 

37 

3o 

27 

56 

>'.; 

82 

120 

108 

i3o 

1,4 

10 

ï 

i5i 

3i 

72 

>7 

78 

83 

6 

109 

85 

1  >  > 

7'.) 

6 

141 

32 

35 

58 

5i 

84 

16 

1 10 

122 

i36 

106 

7 

62 

33 

4i 

59 

i36 

85 

9^ 

1 1  1 

116 

'37 

21 

8 

n3 

34 

57 

60 

101 

86 

44 

1 12 

100 

[38 

56 

9 

'.)'' 

35 

I  52 

61 

60 

87 

65 

n3 

5 

'39 

97 

10 

36 

36 

39 

62 

> 

88 

121 

"4 

1,8 

:4o 

>>i 

1 1 

96 

37 

104 

63 

S 

89 

61 

1 1 5 

53 

'i' 

'  i9 

1  >. 

99 

38 

68 

64 

1 26 

9° 

58 

116 

89 

.  \i 

3i 

i3 

107 

39 

129 

65 

22 

91 

5o 

"7 

•2  s 

i43 

i35 

<4 

76 

4o 

3o 

66 

1 1 1 

92 

81 

118 

127 

iii 

46 

i5 

98 

4« 

80 

<*'7 

i3g 

93 

59 

"19 

/  / 

M5 

|S 

iG 

5'2 

42 

4 

6S 

109 

9i 

10") 

120 

[53 

'46 

48 

'7 

34 

43 

63 

69 

29 

9> 

123 

12 1 

94 

'47 

1  >.8 

18 

>P 

il 

1 1 

70 

2  5 

96 

1  i 

122 

1  (6 

[48 

1  ;  > 

'9 

i5 

r> 

i»i 

71 

"9 

97 

142 

123 

23 

'49 

38 

20 

î" 

!•'• 

IJS 

72 

10S 

98 

'•7 

124 

9 

i5o 

il» 

21 

2 

i7 

i33 

73 

i3 1 

99 

[55 

12.5 

24 

1  u 

26 

22 

1 10 

48 

93 

7  i 

140 

100 

47 

1 26 

64 

.  >2 

'7 

•23 

84 

49 

9" 

7  "> 

/ 

101 

73 

''7 

66 

1 53 

1  5o 

"ï 

67 

5o 

i38 

76 

7" 

[02 

9° 

128 

'9 

.54 

86 

iS 

:\ 

5l 

54 

77 

'37 

loi 

83 

129 

10  3 

1  >  > 

21  > 

.1, 

«45 

02 

'11 

78 

1  56 

ioi 

1  ■ 

l'iO 

i3 

1 56 

1 

Les 

ion 

ibres  de 

gai 

iche  soi 

H  l( 

•s  indic 

:s  d 

es  nom 

ires 

de  dit 

île. 

1(32.    D'autres  simplifications  que  celles  qu'on  vient  de  voir  se 
présentent  quelquefois  dans  le  calcul. 
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En  voici  par  exemple  ane,  reposât» I  sur  le  théorème  suivant  : 

Théorème.  —  Si  le  nombre  premier  p  est  de  la  forme  \h  — i, 
et  que  le  nombre  a  appartienne,  relativement  à  />.  à  l'expo- 
sant /;    —  >  le  nombre  |       n  \  est  racine  primitive. 

En  effet,  soit  s  l'exposant   auquel  appartient  le  nombre  —  a. 

Ona 

C —  a)*=  i        i  mod  /'  I, 
d'où 

a*      (-.,e. 
et  par  suite 

. .  .         ,   ,,  />  —  i 

(  )r  a  appartient  a  1  exposant  '——    ■ 

Donc  2S  est  un  m  11 1 1 i pic  de- 

1  2 

Mais  —  -  =-2 li  —  i  csl  impair.  Donc  s  est  aussi  un  multiple 

i     P  —  i 
de 

■i 

Donc  l'exposant  5  est  égal  à  -  —  ou  à  />  —  1 . 
Mais  s  n'est  pas  égal  à  — — ■>  car  si  l'on  avait 

( —  a)    '-    =  1        (  mod  />). 
on  en  déduirai  1 

/■     1  p^_» 

a    »   ==(-1)   ^    =(_,)ïa-i      ->, 

1  ?  •       1     •  <   1  >  /'  —  ' 

de  sorte  que  a  n  appartiendrait  pas  a  1  exposant  — ■ — • 

\)t>nv  s  =  p  —  1 ,  ce  qu'il  fallait  démontrer, 

Exemple,  Soil     à     chercher    une     racine    primitive    tlu 

nombre  toi.  essayons  •■>..  nous  obtenons  la  suite  des  restes  : 

2         i        s       [6       '■>      i>j     128      65     1 3<»      Cxi     [38       85     170 

I  lu     107      a3      46      92     184     177     i63     i3i»      79     1 58     1  ■>  '1       5g 

I I  s       jj      90     180     169     1  17     ki>       i)      3<>      60     i"'       (g      98 
')       10      >.o       [0      80     160     129      67     i3<j      77     1  »î     117       [3 

86  172  i">3  1 1 5  >9  7S  1  i(')  121  >i  102  i3  26  $2 

m  i  17  34  68  i36  Xi  [62  \'<>  ■>  [5o  i<><)  27  >, 

iii(S  ■x'j  ioo  9  18  36  72  \\\  97  3  (>  12  ■] 

j8  96  . 
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2  appartient  à  L'exposant  o,5,  c'est-à-dire  à  l'exposant  — • 

Or  191  est  de  la  forme  \h  —  1.  Donc  ( —  2)  ou  189  est  racine 
primitive  (  '). 

163.  Résolution  effective  d'une  congruence  binôme.  --  La 
considération  des  indices,  qui  nous  a  servi  à  trouver  la  condition 
pour  qu'une  congruence  binôme 

./"  =  a         (mod  />  ) 

soit  possible,  sertaussi  à  résoudre  effectivement  cette  congruence. 
Il  faut  pour,  cela,  posséder  une  Table  des  indices  des  nombres 
1,2,  .  .  . ,  p  —  1  par  rapport  au  module  p  et  à  une  certaine  racine 
primitive  de  ce  module. 

On  trouvera  à  la  fin  du  \olume  une  telle  Table  pour  tous  les 
modules  inférieurs  à  200. 

Exemple.  —  Soi/  à  résoudre  la  congruence 

.> "'-  =  4a         (  mod  181 ). 
Cette  congruence  donne 

i2lnd.r=36        (mod  180). 

congruence  du  premier  degré  qui  peut  s'écrire 

I  m  !./•  =  3         (  mod  1  5  1. 

On  en  déduit  pour  Ind  x  les  valeurs  sui\  an  tes  (au  mod  1 80  près  I  : 
J       18       33       4^       63       7S       ()')       io8       [23       [38       i3i       i(iS 
qui  donnent  pour  x  les  valeurs 

9")       [22       i3o       ')       35       64       86      5g       Ji        17G       1 4<*>       117. 

I()i.  Plus  généralement  un  résout  immédiatement  par  la  con- 
sidération des  indices  la  congruence 

tu"  zjb  b.  (  mod  p  I. 

D'ailleurs  cette  congruence  devient  immédiatement  une  con- 
gruence binôme  en   divisant  (mod//)  les  deux  membres   par  -/. 

(')    Voir  la  Noie  I). 


(,b  CHU1.    III.  DES   (  ONGBUENCBS. 

D'une  façon  générale,  on  peut  toujours,  dans  une  congruence 
i|uelconque,  supposer  que  le  premier  coefficient  esl  réduit  à  i . 

Il  -nllii  de  diviser  unod />)  toute  la  congruence  par  ce  coeffi- 
cient. 

Pour  n  =  i ,  la  congruence  précédente  de\ient  la  congruence 
du  premier  deg  vè'. 

Exemple.  —  Soil  la  congruence 

■if)x  =  J7        i  mod  1 99  ). 

Elle  donne,  successivement  : 

[ndagH-  Ind.r  —  IikIj-  (mod  198), 

Ind27  =  Ind37  —  I1UI29  (mod  198), 

linl./'i.    121  —  iî8  =  i6i  (mod  19S  >. 
x  ==  |5          (  mod    199). 

S  VI.  —  Des  congruences  à  modules  non  premiers. 

[in).  Les  résultats  précédents  ne  s'appliquent  qu'en  partie  aux 
modules  non  premiers. 

En  particulier,  nous  avons  déjà  vu  (n°  108)  qu'une  congruence 
du  premier  degré  à  module  non  premier  peut  avoir  plus  d'une 
solution,  ou  être  impossible,  sans  que  le  coefficient  de  x  soit 
congru  à  zéro.  Autrement  dit,  on  ne  peut  définir  d'une  façon 
générale  le  quotient  (mod  n)  d'un  nombre  A  par  un  nombre  lî. 
On  ne  peut  p;is  faire  une  théorie  de  la  division  algébrique  (mod  //  | 
com  parable  à  celle  de  la  division  algébrique  ordinaire,  et  par  suite, 
l'analogie  avec  les  équations  et  avec  les  congruences  à  module 
premier  se  trouve  rompue  dès  le  début. 

166.  La  résolution  d'une  congruence  à  module  non  pre- 
mier se  ramène  à  l<i  résolution  de  congruences  à  modules  pre- 
miers. 

En  effet,  soit  la  congruence 

I  a6)  /     /•  )  =  O  (  mod  //  1. 

Supposons  //  décomposé  en  un  produit  «le  nombres  premiers 

entre  eux  deux  à  deux 

n  —  n  n  n". 
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Toute  solution  de  la  congruence  i  t6)  esl  en  même  temps  solu- 
tion d< -s  congruences 

('27)  f(x)    ~o         (mod  n'j, 

28  /1  x        o        (  mod  n"  1, 

I  29  »  y'i  x  1      0       (mod  //"  1, 

ei  réciproquement,  un  nombre  solution  commune  aux  trois  con- 
gruences (27  .  (28),  (29)  est  évidemmenl  solution  de  la  con- 
fluence (26  . 

Soient 

2  une  solution  de  la  congruence  (27), 
p  »  (28), 

»  (29). 

De 

a.  mi  déduit  une  infinité  de  solutions  de  la  congruence  |  27  iqui  sont  congrues  à  a  (mod  ri  • 
»  (28)        "         »  P(modn"), 

Y  »  (  29 1  »  y  (  m°d  «    '• 

Donc,  de  a,  {j,  y,  du  déduit  une  solution  de  la  congruence(26  1 
en  cherchant  un  nombre  qui  soit  congru  à  x(mod  71'),  congru 
à  ^(mod/i"),  congru  à  v(mod  //'").  Les  modules  n,  n\  n"  étant 
premiers  entre  eux.  deux  à  deux,  on  est  ramené  au  problème  du 
n"  11(1.  Ce  problème  est  toujours  possible,  et  la  solution  esl  delà 
forme 

l    y.n'  1»    X~     ï"' "/'';"      Y"VT    -ri  ri  ri"  t 

[  71  '     /i  '   71      ' 

;',;".;"  étant  des  nombres  déterminés  satisfaisant  aux  condi- 
tions 

n" n'""z       1         (mod  n'), 

11"  n"i"       1  1  mod  //'), 

ii'n";"      1         (  mod  /<"'). 

et  /  étant  un  nombre  entier  quelconque. 

On  voit  donc  qu'il  n'\  a  qu'une  de  ces  solutions  (mod  n  ). 

\insi  de  tout  système  de  solutions  des  trois  congruences  1  in  . 
1  28),  1  29)  on  déduit  une  -(dut ion  de  la  congruence     -1  >  . 

D'ailleurs  de  deux  systèmes  différents  de  solutions  des  trois 
congruences  1  •-  ,  (28  ,  (29)  on  déduit  deux  solutions  différentes 
de  la  congruence  1  26  . 

C  7 
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En  effel,   soient    v , .  t , .  -_- ,    un  autre  système  de  solutions  des 

congruences  i  ■■-  .     18  .     ■>,  . 
<  >n  en  dédu ira  la  solution 

(3l)  1xll'  Il     ;  .'-]"     "    :  V"  '"  '  --'"         H    II'  Il     II. 

el  pour  que  les  solutions     >o    el  i  3  i    fussenl  congrues  i  mod  //    il 
faudrait  que  l'on  eûl 

(a       X]    n  h    :         '-       '.\'n    ni      ■•; — *,'|i"  '  n  ;        o         (mod  n), 
d'où 

i7.        2,i//"//  ':'  :         ;■_    n    n  :  •;       ■;,    nu    ;  O  (mod/l'), 

un 

(oc  —  y.,  \ii"n'"z'      <>        ,  mod  n! ). 
Mais  on  a 

//'  n'  \       i         i  mod  // 
Donc  on  aurait 

a       2 ,         i  m  m  m  I  //  '  i . 

de  sorte  que  t  el  y,  ne  seraient  qu  une  même  solution  de  la  con- 
tinence i  >.~  i.  !)<•  inriiii',  [3  el  (34  ne  seraienl  qu'une  même  solu- 
tion de  la  congruence  (28);  v  el  ■",  ne  seraienl  qu'une  même  so- 
lution de  la  congruence  (29  . 

Conclusion.        Si  Ton  a  trouve 

l>  solutions  incongrues  «le  l;i  congruence  l  ,_  . 

'/ 

/•  »  I        M,        . 

on  en  déduit  pqr  -ululions  incongrues  <!<•  la  congruence  pro- 
posée (  26  |. 

167.   En  particulier,  on   peut   décomposer  //  en    facteurs  pre- 
miers 

tt~J-.  !>'•' /' ■  l'-tan  1  premiers  entre  eus  deux  à  deux  :  on  voit  (\ur 

l.i  solution  de  toute  congruence  se  ramène  à  celle  de  congruences 
de  la  forme 

(3*2  /,/(.'  mod  z»71) 

1  //  élanl  un  nombre  prem  ier 


DES    CONGRUENCES    \    MODULES   NON    PREMIERS.  99 

168.  Maintenanl  nous  allons  montrer  comment  la  solution  de 
la  congruence  (32  i  se  ramène  à  celle  de  la  congruence 

fi  x  l       o         (mofl  /<"-'  i. 

ce  qui.  de  proche  en  proche,  ramène  la  congruence   propo'sée  a 
une  congruence  de  module  premier. 

En  ellei  toute  solution  île  la  congruence  (3a)  est  solution  «le  la 
congruence  (33).  Soit  x0  une  solution  de  la  congruence  (33  >. 

Un  en  déduit  une  infinité  de  solutions  de  celte  congruence  (33), 
•  le  la  forme 

■'•u  —  r~~\y- 

Posons  doue,  dans  la  congruence  I  ■"> i  I 

x  —  a?0-f-  p™-xy. 

v  étanl  une  nouvelle  inconnue. 
Il  vient 

/(a?0H-jD«-ljr)=o  (iimmI/>-) 

OU 

;,,  /(io)+^/'(iri)  +  /'^,^+...30         (mod/»«). 

Ions  les  termes  de  celte  congruence  sont  divisibles  par  />""': 
soil  a0  le  quotient  de/./-,,  par  /v77-1.  on  peut  écrire  la  con- 
gruence (34) 

ao-±-JrJ  (#o)  H-  P*~l  y*  - — ; h...  =20         (mod  p), 

ou  plus  simplemenl 

(  35)  <z0h    r/  i  ./•„  i      o        i  mod  p  . 

Si  _/'(./■„,  o  (mod  p)  il  \  a  une  valeur  de  )■  ci  une  seule 
mod  p)  satisfaisante  cette  congruence.  On  en  déduit  pour  x:  par 
la  formule  ./•       ./■„  -~  />~~\\\  une  seule  valeur  (mod/?71 1. 

Si  /''(  x0  i       o  et  que  a0       o,  il  n'y  a  pas  de  solution. 

Si  /"■ ./-,,  i  o  ei  que  a0  :  o,  la  congruence  i  35  l  esl  indétermi- 
née,  elle  a  />  solutions  (i 1/?),    d'où    l'on    déduil   p   solutions 

pour  X  I  mod  j>~  '. 

169.  ipplicalion.  —  Appliquons  les  résultats  précédents  à  la 
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congruence 

16  i  -  a  —  o        i  mod  /'   . 

ii  étant  supposé  premier  avec  le  module  n . 

I.  D? abord,  si  n   est    un  nombre  premier   impair,  on    saii 
n'   158  I  que  la  congruence  esl  possible  el  ;i  deux  solutions  si  a 

reste  quadratique  il«'  //  :  elle  esl  impossible  dans  le  cas  contraire. 

II.  Si  n      f~-  /'  étant  impair,  soii  ./,,  une  solution  de  la  con- 
gi  uence 

x-  —  a      <>        i  mod  />~  '  . 
Posons  dans  la  congruence  i  36' 

y  est  déterminé  par  la  congruence 


(38) 


p*-i 


>  ./•,,!•       o         (mod  p 


Or,  ./„  satisfaisant  à  la  congruence  (3^),  <-i  a  étant  premier 
avec  />.<•(•  uombre  .>•,,  n  esl  pas  congru  à  zéro  <  hum!  />  ..  I  >onc  il  en 
est  de  même  de  '  ' ,,-  Donc  la  congruence  i  38)  a  une  racine  <■!  une 
seule.  I) ■  la  congruence  (3^ )  a'autanl  de  racines  que  la  con- 
gruence (38  :  'I :  de  proche  en  proche  on  voit  qu'elle  en  a  autant 

que  la  congruence 

a        a       o  l  mod  p  , 

c'esl  à-dire  deux. 

III.  Soit  n  >■  Mors  la  congruence  .i  une  solution  ./■  =  i 
i  par  hypol  hèse  a  esl  impair  i. 

I\  .  Soit  n  j.  —  Uors  a  esl  impair.  La  congruence  ne  peul 
avoir  pour  solution  <|u  un  nombre  impair.  Mais  le  carré  <l  un 
nombre  impair 

( 2  h         I  i  -         \  h'  h  i  i 

cn|  congru  à  i  i  mod    j   . 

La  congruence  n'esl  donc  possible  <|n<'  si  a  esl  congru  à  i 
(mod  i  '  el  elle  ;i  deux  solutions       i  el        i . 


M>    CONGRUEXCES    \    MODULES    NON    PREMIERS.  i"i 

\.   Soit  n-.  :8.        Le  carré  du  nombre  impair  2 h-  -i,àsavoir 

4//1  A       1         i,  est  non  seulement,  comme  nous  venons  de  le  «lire. 
congru  à  i(mod  }),  mais  même  congru  à  i(mod8). 

Donc,  pour  que  la  congruence  soil  possible,  il  faut  que  a  soit 
1  ongru  ;i  1  (mod  8),  <■!  elle  a  pour  solution  n'importe  quel  nombre 
impair.  Elle  a  donc  quatre  solutions  incongrues  (mod  8),  à  savoir 

i,      3. 

Remarquons  que  si  l'on  substitue  ces  solutions  dans  x-  —  u .  on 
obtient  deux  résultats  : 

1  —  a.  i)  —  a. 

■       •      -I    1  T  •  Q  •  '      '  a  '  a 

divisibles  par  S.  Les  quotients  par  o  sont  égaux  a  — r —  et  — h  1  : 

ils  diffèrent  de  1.  Donc  l'un  est  pair,  l'autre  impair. 

VI.   Soit  a       >~.   —  Je  dis  que,  d'une  façon  générale,  pour 

-     '<.  la  congruence 

a  J  -  -  a      0        1  mod  >.~) 

a  quatre  solutions  :     x0,  —  xt,  à  condition  que 

a     ■  1  (  mod  8;. 

De  plus,  de  ces  deux  nombres  : 

a?]!  —  a        ^r'f  —  a 
^      '      _^T-' 

/'////,  r/  ////  seulement,  est  pair. 

En  effet,  le  théorème  étant  démontré  pour  7t  =  3,  il  nous  suffit 
de  montrer  qu<',  s'il  esl  vrai  pour  une  certaine  valeur  de  it,  il  est 
vrai  pour  la  valeur  -  -f-  1.  Or,  soient  ±x0,  ±x,  les  quatre  solu- 

1 1 1  »  1 1 1  de 

;.|  1  a?2  —  a      0  mod  '~  >. 

ri  supposons 


Siii\oii>  l,i  méthode  générale  el  pour  résoudre  la  congruence 

I  l<>  1  //ni  mod  j7 
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posons  successn  emenl 

■~  y 
el 

i  X\      -    >~  r. 

La  première  substitution  donne  pour  y  la  congruence 

■    l  |     I  m  I    IIMmI      '      . 

...  .  —a 

mais  cette  congruence  esl  impossible,  puisque        - —  est  impair. 

\n  contraire,  la  seconde  substitution  donne 

■>-'■,    l  0  (l i   '    ■ 

congruence  indéterminée,  puisque  -  -  esl  pair.  On  peul  donc 

prendre  r  <>  ou  y  =i,  ce  qui  donne,  pour  la  congruence  I  [o  . 
quatre  solut ions  : 

'i       >'■ 

ou,  ce  qui  revient  au  même,  au  module  21t+l  près, 

/,.  ./-,       .--i. 

Maintenant,  Mib-tiiuons  ces  valeurs  dans  l'expression  > 

i  -x..  - 1 

il  vient 

a       x\       a 

valeurs  entières  donl  la  différence  esl  impaire  (puisque  r.  2  el 
([lie  j{  esl  impair);  donc,  >i  lune  e>l  paire,  l'autre  esl  impaire. 
Donc  tout  ce  qu'on  a  supposé  pour-  la  congruence  1  3g  1  esl  aussi 
vrai  pour  la  congruence  1  Jo),  el  le  théorème  esl  démontré. 

\  II.   Enfin,  supposons  que  n  soit  quelconque,  il  suffit  de  d^ 
composer  //  en  facl  eurs  premiers 

ei  il  appliquer  la  mél hode  du  n°  166. 

r.n  particulier,  lorsque  n  esl  impair  el  premier  avec  a  la  con- 
gruence, si  elle  esl  possible,  a  ■>.''■  solutions,  •).  étanl  le  nombre 
des  facteurs  premiers  différents  de  // 
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170.  Cas  particulier.        Quel  est  le  nombre  de  solutions  de 

la  congruence 

x'1 —  1  =  0        (  mod  n). 

Remarquons  que  le   nombre   i   est  reste  quadratique  de   loui 
nombre  premier  impair,  el  qu'il  est  congru  à  i  (mod  ■>.  I,  (mod  j 
el     mod  8  ).  (  )n  a  doue  les  résultats  suivants  : 

Si  n  est  impair,  soi i  a  le  nombre  de  ses  facteurs  premiers  dis- 
tincts, la  congruence  a  ■>,'-'■  soin  lions  ; 

Si  //  est  pair,  soit  encore  u.  le  nombre  de  ses  facteurs  premiers 
impairs  (  u.  pouvanl  être  =o)  : 

Si  n  est  simplement  pair,  la  congruence  a  ■>.''■  solutions; 

Si  n  est  divisible  par  j  et  non  par  8,  la  congruence  a  ■>.',+l 
sol  n  lions  ; 

Si  n  est  divisible  par  %  ou  une  puissance  supérieure  de  ■> ,  la 
congruence  a  ?.v-+-  sol  niions. 

171.  Comme  application  des  résultats  précédents,  donnons  une 
généralisation  du  théorème  de  Wilson  : 

Généralisation    du    théorème    de    Wilson.  Le  produit 

a,  y-,  . . .  y-z,(,i)  des  nombres  positifs,  pins  petits  que  n  et  premiers 
avec  lui,  est  congru  à  i  ou  à  — i(mod/>).  Ce  produit  est. 
congru  <i  — -i ,  si  n  est  une  puissance  d'un  nombre  premier  im- 
pair, OU  le  double  d'une  telle  puissance,  oit  si  n  est  égala  \  ■ 
Ce  produit  est  congru  à  -\-i  dans  tous  les  autres  cas. 

En  effet,  soil  a/,  l'un  des  nombres  positifs,  plus  petits  que  n  el 

premiers  avec  lui.  Le  no  m  lue  y./,  étant  premier  avec  n,  possède  un 

inverse  (mod/i)  (n°  105),  c'est-à-dire  qu'il  existe  un  nombre  -//,•, 

tel  que 

a/,  a/,-    'i         (mod/i) 

el  ce  n  oui  lue  y./,  '  est  évidemment  lui-même  pic  m  in-  avec  /i,  el  peut 
d'ailleurs  être  supposé  positif  et  plus  petil  que  //. 

Si  y./,'  ei  y./t  sont  différents,  nous  dirons  que  y.u  el  '//,  sonl  associés 
du  premier  genre. 

Mais  il  peut  arriver  que  v./,  el  y./,  soient  égaux.  Pour  cela,  il  faul 

et  il  suffit  tpie 

-/;       1         1  mod  n  i, 
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i  est-à-dire  que  x/  soil  racine  de  la  congruence 

i  j  i  i  i         (modn), 

Maintenant,  remarquons  que  si  un  nombre  'J i,  esl  racine  de  celte 

congruence,  le  nbre  //       y./,  i  lequel  esl  premier  avec  /'.  positif 

el  plus  pel  il  que  //  »  l'esl  aussi . 

Les  deux  nombres  -/.•,  el  //  x*  ne  -uni  d'ailleurs  pas  égaux,  car 
pour  que  cela  arrn e  il  faudrai i  que 

n 
■.'. 

ce  qui  n'est  pas,  puisque  a/,  esl  premier  avec  // . 

Enfin  ces  deux   nombres  ?./,  ri  //       y/,  oui  un  produit  congru  à 

■  - 1  ;  car 

■/,<//     -a .  i       —  -j-'I      —  i         (mod  n). 

ippelons  ces  deux  nombres  associés  du  seront!  genre. 
Ainsi  les  nombres  a  se  répari  isseni  en  couples  :  les  couples  < J ";i ^ - 

SOciés  du  premier  genre  dont  le  pl'oi  I  u  i  l  esl  cou -ru  ;'i  I  .  el  les  COUples 

d'associés  du  second  genre  donl  le  produit  esl  congru  a       i. 

Le  produil  de  tous  les  nombres  a  esl  donc  congru  àl  i  \'-'\  p. 
désignant  le  nombre  de  couples  d'associés  du  second  genre,  c'est- 
à-dire  la  moitié  ilu  nombre  des  racines  de  la  congruence  i  fi). 

Pour  terminer  la  question,  il  ne  reste  donc  qu'à  déterminer  ce 
nombre  «le  racines  ou,  plus  simplement,  à  voir  si  la  moitié  p.  de  ce 
nombre  esl  paire  ou  impaire. 

Or,  si  Ton  se  reporie  aux  résultats  du  n"  170.  on  voit  que  ce 
nombre  n'esl  impair  que  si  //  esl  une  puissance  d  un  nombre 
premier  impair,   OU    le  double  d'une   telle    puissance,  ou  .-i  //  j. 

Donc,  dans  ces  cas  seulement,  le  produil  en  question  est  congru 
i       i  (mod  n).  Dans  les  autres  cas,  il  esl  congru  à       i . 

Remarquons  que,  si  //  esl  un  nombre  premier,  ceci  donne  une 
démonstration  du  i  héorème  de  \\  il  son,  différente  de  celle  donnée 
au  n"   133. 

\~"2.  Restes,  par  rapport  à  un  module  non  premier  n .  des 
puissances  successives  il  un  nombre  x,  premier  avec  le  mo- 
dule. 
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Soil  v.  un  nombre,  premier  avec  un  module  //.  (  >n  <  1 1 \  i s< ■  par  n 
les  puissances  successives 

■   i  >  y.  .      y.  -' y.  '■ .      y.  '•     ' 

cl  l'on  obtient  des  restes 

<    i  >  >  /'l-        '"j '"/.-,        ''/,•! 

Nous  nous  proposons  de  démontrer  <|ue  : 

i"  Les  puissances  successives  de  a  forment  une  suite  pério- 
dique; deux  puissances  de  même  rang  dans  deux  périodes 
étant  congrues  i  mod/?);  par  suite, les  restes  forment  aussi  une 
suite  périodique  ;  deux  restes  de  même  rang  dans  deux  périodes 
étant  égaux  ; 

■>.  '   Soit  /.'  le  nombre  de  termes  de  (a  période,  on  a 

2/,      i     (  inoil  i)  i        et        /•/  =  i  ; 
3°    /,  est  un  diviseur  de  cs(/2    . 

(  >n  voit  que  ces  théorèmes  sont  des  généralisations  de  ceu\  dé- 
montrés au   n"  149  pour  les  modules  premiers. 

Ces  théorèmes  du  n"  li9  ont  été  déduits  de  l'étude  de  la  con- 
gruence  binôme,  qui  a  été  déduite  elle-même  de  la  théorie  géné- 
rale des  congruences  à  module  premier.  Comme  il  n'existe  pas  de 
théorie  analogue  pour  les  modules  non  premiers  ,  nous  allons 
traiter  la  question  des  restes,  directement.  D'ailleurs  la  méthode 
que  nous  allons  suivre  s'appliquerait,  sans  aucun  changement, 
aux  modules  premiers. 

I.  Les  restes  r, ,  /"2l  .  •  •  sont  positifs  et  plus  petits  (pie  n.  De 
plus,  il>  sont  premiers  avec  n,  puisqu'ils  sont  congrus  I  mod  n  > 
.iu\  puissances  successives  de  a  qui  sont  premières  avec  //. 

Il  résulte  de  là  que  le  nombre  de  ces  restes  est  limité  et  al  leinl  . 
au  pi  u>.  »(j2  I  ;  par  Suite,  il  y  a  n  ('cessa  ire  me  ni  des  restes  qui  se  re- 
produisent . 

II.  //  y  a  dans  la  suite  i  (3)  des  restes  égaux  à  i .  -  En  effet, 
nous  avons  N,|  qu'il  \  a  des  restes  qui  se  reproduisent. 

Soit 

/'«i  =    rn,  •  ni  ni    I, 
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I  ' 
'I    oll 

'u"<      y.1"'  mod  n   . 

<  >n  en  déduil 

y»'  -"•       :  l  i  mod  "    . 

il   on 

l'/u     m  !  ■ 

III.  Suit  n,  le  premier  reste  de  In  suite    [3)  qui  soit  égala  \ 
De  /"i  à  ii,  les  restes  sont  différents.        Car  &i  l'on  avail 

rm  — -  /•„,-        (m  el  ///       /.  ». 

ou  en  déduirail .  comme  plus  baul . 


de  sorte  que  //,  ne  sérail  pas  le  premier  reste  de  la  suite     [3  i  qui 
sérail  congru  à   i  . 

I\  .  Deux  restes  <l<>ni  1rs  rangs,  dans  l<i  suite  \  |3  .  diffèrent 
de  h  sont  égaux.        En  effel , 

y.'"  ■'■  =  y.'"  X  y.L . 

Mats,  puisque  //,       i .  on  a 

a*      i        i  mod  n  . 
Donc 

a'"   '■       y."1        |  mod  n  i. 
I  )onc 

l'm  ■  k  =  ''/,■ 

En  particulier,  1rs  restes  qui  sonl  égaux  à  i  sont  les  restes  r*, 

l'il,-    /':i/. 

Il  reste  à  démontrer  que  /.  est  un  diviseur  de  es  n  .  Or,  nous 
venons  de  voir  que  les  restes  qui  sont  égaux  à  i  sonl  ceux  donl 
l'indice  esl  un  multiple  de  /.  ;  d'autre  pari,  d'après  le  théorème 
•  I  Euler,  /■    „   esl  égal  à  i . 

Donc  ©(  a  i  c>i  un  multiple  de  /.     '  i. 


I 


l  ii   celte  façon,  | 'démontrer  que  /.  esl  un  diviseur  de  T    "  ■■  nous  sup 

posons  établi  le  théorème  d  Euler.  On  peut,  au  contraire,  démontrer  que  /.  esl  un 
diviseur  de  n  sans  s'appuyer  sur  le  théorème  d'Euler,  el   <t\  déduire  ce  dernier 
i  Iiii.i  ème. 
En  effet,  les  restes  r„  r r,  sonl  tous  différents.  Si  ces  restes  constituenl 
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Le  nombre  k  s'appelle   Mexposant  auquel  appartient  x  par 
rapport  à  n  (4). 


i,iu-  les  nombres  positifs,  plus  petits  que  n  el    premiers  avec  lui,  on  a  k=<p(n) 
et  le  théorème  esl  démontré. 

sinon,  soit  5  un  nombre  positif,  plus  petit  que  n  el  premier  avec  lui,  et  qui  ne 
soit  égal  à  aucun  des  nombres  /•,.  r. i\.  Considérons  les  nombres 

(  '|  '|  )  s  x,     .v  x-,     . . . ,     S  x*. 

Deux  de  ces  nombres  sont  incongrus  entre  eux,  car  si  l'on  avail 

sx"'      sx'"'        (  mod  //  ), 
il  en  résulterait 

«(a"'-"1' — i)=o        (modn), 

ce  qui  est  impossible,  puisque  s  est  premier  avec  u  el  que  a"'-"1'  n'est  pas  congru 
à  1  (  niotl  n  ). 

De   plus,  un   nombre  quelconque   de  la   suite  (44)  est  incongru  à  un   nombre 
quelconque  de  la  suite  ('i')j  car  si  l'on  avait 

sx'"  =  xi'        (  mod  n  ), 


•  n  en  déduirait 


d'où 


s  e=  x\'~m        (  si  /;       />/  ) 
5  ==  a*+j»-"»         (  si  ^?  <  /»    . 


oll 


-  'i+p-m. 

ee  qui  n'est  pas,  puisque  s  n'est  égal  à  aucun  des  nombres  /,,  r., rk. 

Si  doue  l'on  divise  les  nombres  (44)  P;|r  H,on  trouve  comme  restes  /.'  nombres 
v, ,  .v.,  ...,  sk  positifs,  plus  pelits  que  n  et  premiers  avec  lui:  différents  entre  eu\ 
et  différents  de-  nombres  /•. 

Si  le-  nombres  i\,  r2,  ....  /•,.  el  .v , ,  .v ,  sk  forment  tous  les  nombres  positifs, 

plus   petit-  que  n   et  premiers  avec  lui.  on  a 

2/>—  ?(n). 

Sinon,  on  considérera  un  nbre  /.  positif,  plus  petit  que  //  el    premier  avec 

lui,  mais    qui    ne    -oit   égal    à    aucun    des   nombres  r,,  r...    ....  /',.,    ni  à  aucun   de- 

nombres  s,,  s  .   ...,  sk\  et  l'on  raisonnera  de  la  même  façon. 

Si    les    nombres    /•,./• ,  rk,    St, S2,  . . . ,  Sk   et    tlt  t2,  . . .,  tk    forment    tous    les 

nbres  positifs,  plus  petits  que  n  el  premiers  avec  lui,  on  .1 

Sk    =  <?<  n  1, 
et  ainsi  de  suite. 

Donc  cp  (n  )  est  un  multiple  de  /. . 

<  »  1  •  sait,  d'ailleurs,  que  les  termes  de  la  suite  (42)  dont   l'indice  esl   multiple 

de  /.  -ont  congrus  a  1  (modra).  Donc 

y  i   "         1  (  mod  n  ). 

:  dste-t-il,  pour  un  module  composé  />.  des  racines  primitives,  c'esl  à  dir< 
des  nombres  appartenant  à  l'exposant  :p<  n  ■ .'  Non-  laissons  au  lecteur  le  soin  de 
démontrer  que  de  telles  racines  primitives  existent  lorsque/]  esl  une  puissance 
d'un  nombre  premier  impair,  ou  le  double  d'une  telle  puissance.  Dans  les 
autres  cas,  il  n'\  a  pas  de  racine  primitive. 


io8 


1)1  -    (  OXGRI  ENCF.S. 


[l'A.   Comme   application,  traitons   la   question   des    fractions 
décimales  périodiques, 

Soii  une  fraction  ordinaire      •  Supposons  «indu  en  ail  extrail 

la  partie  entière,  de  sorte  <|u  «'Ile  smi  plus  petite  que  i .  Nous  sup- 
posons, de  plus,  qu'elle  esl  irréductible,  c'est-à-dire  < 1 1 1 < ■  a  el  b 
sont  premiers  entre  eux. 

Pour  l'évaluer  à   ,'„ ,   ,'MI.   ll,,1111.  ...  près,  il  faut  diviser  par  b  les 


ibres 


I  <  Wf.  I  1)11^  |  <><><  w/. 


(n°62). 


Supposons  d' abord  b  premier  avec  10.        Soil   /.    l'exposanl 
auquel  appartient  ro  par  rapporl  à  A.  <  >n  a 


l  IO*  l<>- 


ii       ioA  "       i  "'  a 


i  mod  l>  i", 
(  mod  /'  i. 


Comme  a  esl  plus  petil  que  6,  ceci  prouve  que  les  divisions 
des  nombres  lo^a,  io2ka:  ...  par  A,  donncnl  le  même  reste  a. 
Donc  les  restes  successifs  el  par  suite  les  chiffres  du  quotienl 
présentenl  une  période  de  k  chiffres,  commençanl  immédiate- 
ment après  la  \  irgule. 

Il  n'existe  pas  d'ailleurs  de  période  de  moins  de  /.  chiffres,  car 
pour  que  I  on  ait 


audrail  que  I  on  rùt 


a      io*'  a        '  mod  /> 

i       m''  ni  A  i. 


ce  qui  esl  impossible  si  k1      /• . 

(  )n  peut  remarquer  que  le  nombre  de  chiffres  de  la  péi  iode  esl 
indépendant  de  a. 


Exemples  : 


0,  I  90476  !<,)<>  J7<>.  . . 


ii.  '  [8095  23809  3 . . . 


<  les  fractions  décimales  périodiques,  donl  La  période  commence 
immédiatement  après  la  virgule,  s'appellent  fractions  pêrlo- 
diques  simples. 
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Supposons  maintenant  que  b  ne  soit  pas  premier  avec  \  o.  Suit 

//     >-<■'>:>  i>\ 

lé  étanl  premier  avec  i  <>. 

Supposons,  pour  fixer  les  idées,    k^>  p.   Si   l'on   multiplie   la 

fraction  proposée      par   ioa,  elle  devient 

<> .  ;*-P 

//  '"' 

a.oa  P    esl    premier  avec    //  qui   esl    premier  avec   10.   La  frac- 
as .  ~)'x~  P  .  i  •  -,  ,  ... 
lion  — -.-,       esl  doue  égale  a  une  partie  entière,  plus  une  traction 

dont  le  dénominateur  est  //,  et  dont  le  numérateur  est  premier 
avec  //'.  Celle  dernière  esl  une  traction  périodique  simple.  Pour 
retrouver  une  fraction  égale  à  la  fraction  proposée,  il  faut  reculer 
la  virgule  de  y.  rangs  vers  ia  gauche;  on  obtient  alors  une  fraction 
périodique  dans  laquelle  la  période  ne  commence  pas  immédiate- 
ment après  la  virgule  :  c'est  ce  qu'on  appelle  une  fraction  pério- 
dique mixte. 

Exemple  : 

—.  =0,3571  [28  5/1  [28. . . 

Réciproques.  —  Les  réciproques  des  théorèmes  précédents 
sont  vraies. 

I  ne  fraction  .  riant  réduite  à  sa  plus  simple  expression, 
si  l>  est  premier  avec  10,  cette  fraction  est  égale  à  une  fraction 
périodique  simple  ;  sinon  elle  est  égale  à  une  fraction  pério- 
dique mixte,  la  période  n'étant  d' ailleurs  composée  que  de 
zéros  si  h  ne  contient  que  les  facteurs  premiers  ■>.  et  ."».  auquel 
eus  la  fraction  esl  limitée. 


§  VII.        Fonctions  symétriques  des  nombres  plus  petits 
qu'un  nombre  premier. 

I  /  I.  Soit  un  nombre  premier/?.  Considérons  les  fonctions  symé- 
triques rationnelles  et  entières,  à  coefficients  entiers,  des  nombres 

i,2,3 p  ■     1.   Je  dis  qu'une  telle  fonction   est   divisible 

par  p  quand  son  degré  n'est  pas  divisible  par  p  —  1. 

Considérons  d  abord  les  sommes  S , .  S2,  S 3 S«  2  des  puis- 


(IUI'.     III. 
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sances  semblables  des  nombres   i .  2 />       i,  depuis  l'expo- 

^;nii  1  .  jusqu  à  l'exposanl  />        > . 

c  /"  /'        0 

Si     1     •       •  /'     0 

esl  évidemment  divisible  paro. 

Supposons  le  Lhëorème  vrai  pour  S,.  S_, Sa  i.  démon- 
trons-le pour  S///,  /<  1  .  (  )n  a  la  relation,  démontrée  en 
Uarèbre, 


(/       i)S/      p 


/.  ,  1 


(k      1   /  (k h   M/i/       1 

I  .  i.  \  .:>..  \ 


<  )r  le  second  m  cm  lue  esl  dn  isible  par  //.  donc  le  premier  l'est  aussi. 
Miiis  par  lu  pollicsc  /,         1        />.   Donc  S/,  esl   divisible  par  p. 

Pour  k  =p  • —  1  •  tous  les  1  en  nés  du  second  membre  sont  divi- 
sibles par  p-  excepté  le  terme  p.  Donc  si  I  on  divise  les  deux 
membres  de  l'égalité  parp,  il  vient 

Sp.  1  •         1         (mod  />  1. 
Soit  maintenant  un  nombre  /.  '  plus  grand  que  p       1.  Si  l'on  a 

/.  '         /.  I   m  ml  i>  —  n. 

on  ;i 

<th'      <(''        1  mod  /'  », 

<|iiel  que  soil  a,  d  après  le  théorème  de  Fermai  donc  aussi 

S/,         I  p). 

Donc 

S/,-      d     (  mod  /'  1     quand  /    n'esi  pas  <li\i-il>l<'  par  /»  —  1, 
Sjt'     i  —  1  (mod  p)     quand  k'  est  divisible  par  p       1 . 

Le    théorème   s'étend    sans    peine    aux    fonctions  symétriques 

d'ordres  quelconques  1  '    . 

En    effel    soil    nue    telle    fonction    d'ordre     n    el     de    degré 
I  p  ■     11.   (el  que  je  peux  supposer  simple,  c'est-à-dire 

que  ions  ses  ternies  se  déduisent  de  l'un  d'eux  par  permutation 


(')  Une  fonction  symétrique  d'ordre  n  esl  une  fonction  dont   tous  les  termes 
conl  icnnenl  //  lel  1  res. 


io\i  ikins    SYMÉTR.   DES    NOMBRES    VUS    PETITS    QU'UN    NOMBRE   PREMIER.    Ml 

•  les  Ici  1 1-( is,  el  onl  com  me  coefficient   i   . 

a        j       y       ...       X  étant       o  (modp  —  i). 

Supposons  d'abord  a,  (3,  y,  .  .  .  .  X  tous  différents.    On   a   alors 

Sa«6PcY. .  ./>•      SaSp. .  .Sx—  P, 

P  désignant  une  fonction  s\  métrique  de  même  dej;ré  que  la  pro- 
posée, mais  d'ordre  inférieur  d'une  unité. 

Or  a,  (3 /.  ne  peuvent   être  tous   :     o(mod/> —  i).   Donc 

l'un  au  moins  des  nombres  S-,,  S«,  .  . .  ,  S>,  est  divisible  par  />: 
par  suite  on  est  ramené  à  démontrer  le  théorème  pour  la  fonc- 
tion  P  dont  l'ordre  esl  inférieur  d'une  unité  à  celui  de  la  fonction 
proposée. 

Supposons  maintenanl  que  les  exposants  a,  (3,  y,  . .  . ,  a  ne  soient 
pas  tous  différents,  qu'il  y  en  ait  A  égaux  à  a,  B  à  ri.  C  à  y,  elc. 
On  a 

Sa^Pcï..  .  />■  =  '  S*SPSr-  *  -S)  ■-  P 


i.2...Axi.2...Bxi.a...Cx... 

Les  nombres  A,  B,  C  sont  plus  petits  que  p,  puisque  les  quan- 
tités <i.  h,  c,  .  .  ne  sont  qu'au  nombre  de  p  —  i.  Donc  on  voit, 
comme  plus  haut,  qu'on  est  ramené  à  démontrer  le  théorème 
pour  la  fonction  P  dont  l'ordre  est  inférieur  dune  unité  à  celui 
de  la  fonction  proposée. 

De  proche  en  proche  on  esl  ramené  à  démontrer  le  théorème 
pour  les  fonctions  d'ordre  r,  qui  ne  sont  autres  que  les  sommes 
de  puissances  semblables  (  '  i. 

17,").  application  à  la  démonstration  des  théorèmes  de 
Fermât  et  de  Wilson.        Considérons  l'expression 

(a?—  1)0  —  2  ).  .  \x  —{p        m  |. 

Si   on   la  développe  par  rapport  aux   puissances  décroissantes 


{' )  Ou  pourrait  ;  i  u  -  >  i  démontrer  ces  résultais,  en    partant  de  la  congruence 
idenl  ique 

xi"'      i       ,./■       t)  {x  --  >.)  . . .  (x  -    ,"       i  >         I  mod  /'  i,    • 

démontrée  au  n    132,  el  écrivant  que  les  coeffu  ients  des  mêmes  puissances  de  c 
dans  les  deux  membres  ~'>ni  congrus  {modp). 
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de  ' .  le  coefficienl  de  xP  '  esl  i.  le  coefficienl  indépendant 
•  •si  i.2.  .  . i  />  -  i  ).  Quanl  aus  autres,  ce  son!  <!<•■>  fonctions  symé- 
triques des  nombres  i ,  2 p       1 ,  d'ordre  plus  petit  que  p      1. 

IU  sont  donc  congrus  à  zéro  (  mod  p  1. 
<  )n  ;i  donc 

(45)    1  ./■  -    1  1  ./•  ■--  ■>  1.  . .  ./■      //      1  1      ./■/'   '      \  .>...•  />      1)       1  1 1  /-  ■ 

quel  que  ~>«  m  t  x. 

Faisons  x       1 .  il  \  ienl 

(i      m   1  .  ',  .  .1  /'  —  11        <  mod  /<  i, 

ce  '|ni  esl  le  Lhéorème  <l<'  \\  ilson. 

Ensuite,  remplaçons  dans  la  congruence  1  î  5  )  1  .  2.  .  .   /'      1)  par 
1  el  faisons  ./       '/.  a  étanl  l'un  des  nombres  1,2 p      \    : 

I I  vient 

0       aP~  '  —  1         (mod  p). 

ce  qui  est  le  théorème  de  Fermât. 
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CHAPITRE  IV. 

RESTÉS    QUADRATIQUES.    CONGRUENCES    DU    SECOND    DEGRÉ 


§  I.  —  Restes  quadratiques.  Symbole  de  Legendre. 

I7fi.  Nous  avons  déjà  défini  (n°  158)  ce  qu'on  appelle  reste  qua- 
dratique par  rapport  à  un  module  premier  p.  C'est  un  nombres 

tel  que  la  congruence 

x-    -  a        (mod  p  ) 
soit  possible. 

Celte  définition  se  généralise  immédiatement  pour  un  module 
non  premier  n. 

On  dit  qu'un  nombre  a  est  reste  quadratique  par  rapport,  à 
un  module  non  premier  n,  lorsque  la  congruence 

^sa         (mod  n) 
est  possible. 

Dans  cette  définition  on  ne  suppose  pas  que  a  soit  premier 
avec  n. 

Mais  nous  avons  vu  (n"  109)  que  lorsque  a  est  premier  au  mo- 
dule /?,  le  cas  du  module  composé  se  ramène  à  celui  du  module 
premier. 

Nous  avons  vu,  en  effet,  que  pour  (pic  a  soit  reste  quadratique 
de  n  il  faut  cl  il  suffit  : 

i"  Que  a  soit  reste  quadratique  de  tous  les  facteurs  premiers 
impairs  qui  entrent  dans  //  ; 

2°  Si  //  est  divisible  par  j,  cl  non  par  S,  il  faut  de  plus 
que  a  :i  (mod  i)  (se  rappeler  que  a  est  supposé  premier  a\ee 
le  module  et  par  conséquent  ici  impair); 

3°  Si  //  esl  divisible  par  8  ou  une  puissance  supérieure  de  <.  il 
faut  de  plus  que  a        \  (mod  8  I. 

\  partir  de  maintenant  n<»u^  ne  considérerons  plus  donc  que 
le  cas  où  le  module  est  un  nombre  premier  p  non  diviseur  de  n. 
C.  s 
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Remarque.  Vu   lieu  <  I  m  mot  reste  quadratique  dous  em- 

ploierons, quand  il  n'\  aura  pas  d'ambiguïté  possible,  le  mot  reste. 
Tout  nombre  qui  a'esl  pas  reste  quadratique  par  rapport  à  un  cer- 
tain module  sera  «lit  un  non-reste. 

177.   Unix  problèmes  se  posent  : 

i  Etant  donné  le  module  premier  />.  quels  sont  les 
nombres  a  qui  en  sont  restes  quadratiques? 

•<"  Etant  donné  le  nombre  a,  <jnels  sont  1rs  modules  pre- 
miers dont  a  est  reste  quadratique? 

Le  premier  de  ces  problèmes  a  été  résolu  au  n°  158.  Nous 
n'avons  pins  que  quelques  observations  à  présenter. 

Si  /»  2,  tout  nombre  impair  a  est  reste  <pi.it Irai  ique  :  <i  la  con- 
gruence  .>■-      «(mod  2)  a  une  solution  x  =     1. 

Si  />  est  un  nombre  premier  impair,  rappelons  que  la  condition 
nécessaire  et  suffisante  pour  qu'un  nombre  a  non  divisible  par  p 
soil  reste  quadrat  ique  de  p  est 

a  2   =  1        i  mod  /'  . 
et  celte  condition  étant  remplie,  la  congruence 

x%      a        (mod  p) 
a  deux  solutions,  égales  el  de  signes  contraires  (  mod  p  1. 

178.  Caractère  quadratique.  -  Soil  />  un  nombre  premier 
impair,  a  un  nombre  non  divisible  par/».  D'après  le  théorème  de 

Fermai  on  a 

a/'_l    - 1       0        (  mod  /'  1 

ou 

C'.1    > ( p- . '    ) 

\a   -    —  \)  \a  s       -  1/      o. 

Donc  l'un  des  deux  nombres  a  ~  —  1  ou  a  ''  +  1  est  congru 
à  zéro. 

Ils  ne  le  sont  pas  d'ailleurs  tous  les  deux,  puisque  leur  diffé- 
rence, qui  csl  2,  ne  l'esl  pas. 
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<  )r  on  saii  que,  si  a  esl  reste  quadratique  de  /;,  on  a 

/■-' 
a  -    —  i  =  o, 
et  réciproquement. 

Donc,  si  a  esl  non-reste,  on  a 

a    -    +iho, 

Dans  le  premier  cas  le  reste  minimum  de  a  -     par  rapport  à  p 
est  i,  dans  le  second  cas  c'est  —  i. 

Désignons  ce  reste  minimum  par  la  notation  (  —  )  (symbole  de 

Legendre).  On  aura 

/  a  \ 


P 
si  a  est  reste  quadratique  de/?; 

a 

P 
si  a  est  non-reste. 

La  quantité  (  —  )  s'appelle  encore  caractère  quadratique  du 

nombre  a,  relativement  au  module  premier  impair  p. 

179.  Théorème.  —  Le  caractère  quadratique  d'un  produit 
de  facteurs  est  égal  au  produit  des  caractères  quadratiques 
de  ces  facteurs. 

<  î'est-à-dire  que 

'aa'a"\        /  a\  /a'\  ( a"  \ 
p)  \p)  VP  )' 


En  eil'et 


et 


-  a    - 

PJ 

p)         ' 

p-i  '  i  mod/3  ). 


p  — i 


l       (  a  a'  a 
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l>"nC      irf)  (5)  G)  G >■ 

Comme  d  ailleurs  chacun  des  membres  de  cette  congruence  n<- 
peui  être  égal  qu'à  -  -  i  <>u  .'i  —  i,  celte  congruence  se  change  en 
égalité,  ce  <|ni  démontre  le  théorème. 

180.   (  le  théorème  prouve  que  : 

Le  produit  de  deux  restes  est  un  reste; 

Le  produit  de  deux  non-restes  est  un  reste: 

Le  produit  d'un  reste  par  un  non-reste  est  un  non-reste. 

En  général,  le  produit  de  plusieurs  facteurs  est  un  reste  ou 
un  non-reste,  suivant  nue  le  nombre  des  facteurs  du  produit 
qui  sont  des  non-restes  est  pair  ou  impair. 

§  II.       Modules  dont  un  nombre  est  reste  quadratique. 
Loi  de  réciprocité. 

181.  Passons  maintenant  au  second  problème  énoncé  au 
n°  177. 

Etant  donné  le  nombre  u,  quels  sont  les  modules  premiers 
dont  a  est  reste  quadratique? 

On  peut  même  se  borner  à  chercher  les  modules  premiers  im- 
pairs (linii  a  esl  reste  quadratique,  car  on  voit  toul  de  suite  que. 
pourvu  que  a  soil  impair,  il  est  reste  quadratique  de  i. 

Ce  problème  esl  plus  difficile  et  plus  long  à  traiter  que  le  pré- 
cédent; en  \oiti  d'abord  un  cas  particulier  évidenl  :  c'est  celui 
de  a  —  i . 

]<Sï2.   a       i  est  reste  quadratique  de  tout  module  premiei  . 

En  effet  la  congruence 

i         \         { mod  p  i 

ad  mel  é^  idemment  pour  solul  unis 

./■  i . 

quel  que  soil  p. 
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<  .c  cas  particulier  traité,  je  dis  que  : 

183.  Le  cas  de  a  quelconque  se  ramène  à  celui  de  apremier, 

et  à  celui  de  a==    -  i . 

En  effet  il  suffit  de  se  reporter  au  théorème  du  n"  170  :  Le 
caractère  quadratique  d'un  produit  de  facteurs  est  égal  au 
produit  des  caractères  quadratiques  des  facteurs.  Or  tout 
nombre  positif  est  décomposable  en  un  produit  de  facteurs  pre- 
miers; et  tout  nombre  négatif  eu  un  produit  de  facteurs  premiers, 
multiplié  par  —  1 . 

184.  Cas  de  a  =  —  i.  —  Ce  cas  est  encore  très  facile  à  exa- 
miner. 

Le  nombre  ( —  i)  est  reste  quadratique  de  tout  module  pre- 
mier impair  rie  la  forme  \h  —  i .  //  est  non-reste  des  modules 
premiers  de  la  forme  \lt  —  i. 

(  lela  résulte  immédiatement  de  ce  que 

est  é<?al  à       i  si  p  est  de  la  forme  l\k  +  i ; 
el  à   —  i   si  p  est  de  Ja  forme  \h  —  i . 

Reste  à  examiner  le  cas  où  a  est  un  nombre  premier  quelconque, 
p  étant  toujours  un  nombre  premier  impair. 

\<>iis  démontrerons  d'abord  les  lemmes  suivants  : 

185.  Lemme  1.  —  a  étant  un  nombre  quelconque  et  p  un 
nombre  premier  impair,  non-diviseur  de  a,  si  l'on  divise  par  p 
les  nombres 

mi  i",     ua,      3  a,      .  .  . ,     £—       a. 

et  que  l'on  prenne  les  restes  minima  (n°  83)  de  ces  divisions, 

tes  en  leurs  absolues  de  ces  restes  sont .    dans  un  certain   ordre, 

tes  nombres  \ .  •>. .  .  .  . . 

En  effet,  aucune  division  ne  se  fail  exactement,  car  y»  étant  pre- 
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mier  ne  peul  diviser  ha  que  s'il  divise  //  ou  >/  :  or  il  ne  divise  pas  a 
par  hypothèse,  et  il  ne  divise  pas  //  si  //  est  plus  petil  que  lui. 
Deux  restes  sont  différents,  car  si  l'on  avait  par  exemple 

>■/,  =  /■/, . 
un  en  déduirait 

lui         h' <i  (  iikmI  j>  ). 

ou 

(li  —  h')a       o        (  i 1  /'  . 

ce  qui  est  impossible  puisque  // — h'  est  plus  petil  que/?. 

Non  seulement  deux  de  ces  restes  ne  sont  pas  égaux,  mais  ils 
ne  sont  pas  non  plus  égaux  et  de  signes  contraires;  car  si  l'on 
avait 

/■//  ^  —  >'/<• 
on  en  déduirait 

lia        -  h' a        (  mod  /'  i, 
ou 

(li  -+-  h')  a  =  o         ( mod  />  i, 

ce  qui  est  encore  impossible,  puisque  h  et  h'  étant  des  nombres  de 

la  suite  1,2.  ...  — leur. somme  est  au  plus  égale  à  />  —  2. 

Ceci  posé,  considérons  les  valeurs  absolues  des  restes  mini  ma. 
Ces  valeurs  absolues  sont  au  nombre  de  ■>  elles  sont  positives, 

elles  sont  au  plus   égales  à  — — >  deux   d'entre  elles  sont  diffé- 
rentes; donc  ce  sont,  dans  un  certain  ordre,  les  nombres 


p  —  1 


'186.   Lemme  II.  —  L<'  nombre  des  restes  précédents  qui  sont 

négatifs  est  finir  ou  impair,  suivant  <///<■  a  est  reste  quadra- 
tique de  p  ou  non . 

\n  ti  emenl  dit,  soit  p.  le  nombre  de  ces  restes  qui  sont  négatifs; 
on  a 

(-;)=(-„ 
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En  effet  on  a 

\a  =  /-,         i  mod  />  i, 

ici  -  =  r%        (mod  />), 


a       >'i>-i         (mou/?). 

Multiplions  ces  égalités  membres  à  membres,  les  restes 
/•jj  r2,  .  •  • ,  f'p-t     étant    en    valeur    absolue    égaux,   aux    nombres 

1,2,  ...,-—  — ,   et  le  nombre   de   ces   restes  qui  sont    négatifs 

étant  u,,  il  vient 

P-\ 

P  —  i    -  -  /?  —  i  ,       ,    ' . 

1.2...—     —a    -    ^i  —  1)1*1.2...- —  (mou />  i. 

ou  en  divisant  les  deux  membres  par  1,2,...,         —  > 

p-t 

a   2    e    (—  i)V-, 

ce  qui  démontre  le  théorème. 

187.  Ces  deux  lemmes  vont  nous  permettre,  sans  plus,  d'étu- 
dier le  cas  de  a  =  2. 

Mais  auparavant,  comme  exercice,  retrouvons,  en  suivant  cette 
voie,  les  résultats  relatifs  à  a  =  1  et  a  -—  —  1 . 

Pour  a  =  1,  les  termes  de  la  suite  (1)  deviennent 

P  —  ' 
1,    2,     ....     i— — , 

qui   sont  eux    à    eux-mêmes   leurs    restes  minima,    el    qui   sont 
d'ailleurs  tous  positifs.  Donc  a  =  o.  Donc 

-)  =(— 1)0=1. 

PI 

188.   Pour  a        -  1,  les  termes  de  la  suite  (1)  deviennent 

_  /?  — i 

2 

Ils  sont  encore  à  eux-mêmes  leurs  restes  minima,   mais  ils  sont 
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tous  négatifs.  I  >onc  u.  -I  >onc 


(9) 


/' 

189.   Etudions  maintenant  le  cas  <!<■  " 

Théorème.  -  Le  nombre  •  est  rrstt-  quadratique  des 
nombres  premiers  '/<■  la  forme  Sh  :i;  il  est  non-reste  des 
nombres  premiers  de  la  forme  Sh        '>. 

En  eflfet,  la  suite  (i)devienl  dans  ce  cas 

(2)  '..(.(') p  —  1 . 

Comptons  les  restes  minima  négatifs  des  divisions  de  ces 
nombres  par  />. 

Or  il  est  bien  évident  <|iie  les  termes  de  la  série  (2)  sont  de 
ileux  sortes. 

I  l'abord  les  ternies 

'•      i,     6 

jusqu'au  terme  immédiatement  inférieur  à  /(  •  Ces  termes  donnent 

des  restes  minima  positifs  («égaux  à  eux-mêmes). 

Ensuite  (en  les  écrivant  dans  l'ordre  inverse),  les  termes 

/'       '•    p  —  'i,    p  —  5,     ..., 

jusqu'au     terme    immédiatement    supérieur    à     —  •    Ces     termes 

donnent  les  restes  minima  négatifs  : 


En  définitive,   tout   revient  à  compter  combien   il  y  a  dans  la 
suite 

/'    -  '.    p  —  3,    /'       5, 

de  ternies  plus  grands  que     •  ou  ce  qui  revient  au  môme  combien 
il  v  a  dans  la  suite 

1,     3,      ».     ..., 


de  termes  plus  petits  que  — 
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Or,  sip     :$h±i, 


les  termes  de  la  suite  (3  1  plus  petits  que      sont 


1 .     ').     j i  h      1 . 


leur  nombre  [j.  est  égal  à  2  h. 

Si/-       SA  '-3, 


P         ,    .3 
A  =  4  h  ±  -  > 


les  termes  de  la  suite  (3)  plus  petits  que  —  sont 

1,      '!,      ">,      .  .  . ,      \h  —  1. 
ou 

1,     3,     j 4  li  —  3, 

leur  nombre  u.  est  éaal  à  2  h  ±  1. 
Donc  si  /?  =:  8 h  ±  1 , 


(7) 


,2/t 


I  )-"  -  i: 

p: 


si  /?  =^  8  /i  ±=  3 , 

I    _  [)2A±l  =  _j 


p . 

Le  théorème  est  démontré. 

190.  Remarque.  —  On  peut  énoncer  ce  résultat  en  disant 
que 

191.  Maintenant,  passons  au  dernier  cas,  celui  où  a  est  un 
nombre  premier  impair-.  Le  nombre  p  étant  lui-même  supposé 
un  nombre  premier  impair,  pour  plus  de  symétrie  * ï :  1 1 1  —  l<>  nota- 
tions, remplaçons  la  lettre  a  par  la  lettre  y-  La  solution  du  pro- 
blème repose  sur  le  théorème  suivant,  dit  loi  de  réciprocité    ' 


Ce  théorème  célèbre  était  connu  d'Euler,  mais   Legendre,  le  premier,   I' 
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Loi  de  réciprocité.      -  p  et  7  étant  des  nombres  premiers 
impairs  différents,  on  << 


P\    <l 


p-iq      l 

I 
'/  P 

ou  encore  :  Les  symboles  [  —  )  et  (      I  sont  égaux,  si  l'un  <m 

moins  des  deux  nombres  />  ci  7  est  'le  l<i  forme  \U  i.  Ces 
symboles  sont  de  signes  contraires,  si  les  deux  nombres  />  et  7 
sont,  ions  les  deux,  de  la  forme   \h  — 1. 

En  effet,  />   »i   7  étant   différents,    supposons,   pour  fixer  les 
idées,  7      />. 

Pour  trouver  la  valeur  de  (  -  )  il  faut  diviser  par  7  les  nombres 


l  i) 


Soient 


a,,     a,. 


l.p,     l.p 


«Xi  Pti 


cj  —  1 
—    -P- 


h- 


-h 


les  restes  minima  de  ces  divisions;  :xt,a2 'J-;  étanl  les  restes 

positifs,  —  [j(,  —  [j2.  ....     -  (L  les  restes  négatifs.  On  a 


;)  1  o* 


De  même,  pour  trouver  f  —  \  il  faut  diviser  par  />  les  nombres 


(5) 


'■'/•     '•'/• 


Soient 


Yn    Y-- 


p  —  \ 


Yvi       -  °i>     —  o2, 


énoncé    explicitement,   el   en   a    tenté   une  démonstration.  La   dé nstration  de 

Legendre  est  incomplète.  La  loi  de  réciprocité  a  été  démontrée  pour  la  première 
l'ois  par  Gauss,  qui  en  a  donné  six  démonstrations.  Depuis  de  nouvelles  ont  été 

données   par   Lejeune-Dirichlet,   Kr icker,  etc.    Celles  que   is   donnons   ici 

sont   duesj  la   première  au   pasteur  Zeller,  la  seconde  à  Kronecker.  Ce  sont  les 
l>lii-i  simpli :s  que  nous  connaissions. 
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les  restes  minima  de  ces  divisions;  y(,  y2 yv  étant  positifs, 

—  o, ,  —  o-2 —  &p  étant  négatifs.  On  a 


On  a  donc 


;(*)-<-*■ 


2 

2 

/>  — 1 


(|)  (!)=(-.)-, 

Ceci   posé,   considérons  les  nombres    (3.    Ils  sont   pins  grands 
que  o  et  ne  dépassent  pas  — Divisons-les  en  deux  catégories  : 

a    C  1  '  ►  P~l 

i°  Ceux  qui  ne  dépassent  pas 

2°   Ceux  qui  sont  plus  grands  que 

Je  dis  que  ceux  qui   ne  dépassent   pas    —     -   sont  identiques 

aux  nombres  y,   et  que  par  suite  leur  nombre  est  v.  En   effet, 
soit  hp  un  nombre  de  la  suite  (4)  donnant  le  reste  —  |ï$,  tel  que  fi 

ne  dépasse  pas  — — •  On  a 

hp  =  kq  —  p, 
d'où 

(7)  kq=hp  +  î. 

Or  on  a 

2 
Ct 

2 

On  déduit  facilement  de  ces  deux  égalités,  et  de  l'égalité  (7  1, 
o</.     iS.       "/'        E=l 

iq  -KJ 

ou 

2  2        >y 

I  j    nombre  /.  étant  entier,  ces  inégalités  reviennent  à 

o  <  /.  —  • 


i   |  |       •  il  vl'.  11.  RESTES  QUADRATIQUES.  CONGRUENCES  Dl    SECOND  DBGBÉ. 

Donc  /  7  esl  un  nombre  de  la  suite  i  5  .  el  puisque  (3  ue  <l < -passe 
pas  -      '  i  l'égalité  i  -     montre  que  ce  nombre  kg  donne  comme 

reste   minimum  [5.  Ce  Dombre  (3  est  donc  égal  à  un  nombre  y. 

Réciproquement,    soit  kg   un    nombre  de  la  suite  (5)  donnant 

un  reste  minimum  positif  y,  on  démontre  de  la  même  faç [u  il 

\  ;i  un  nombre  ///>  de  la  suite  |  j  I  qui  donne  un  reste  minimum 
négati  t'  égal  j 

Les  nombres  (3  qui  ne  dépassent  pas  '  ■  étant  identiques 
aux  nombres  y,  leur  nombre  esl  égal  àv.  Si  donc  nous  appelons  a 
le  nombre  des  [j  cpii  dépassent  <>n  aura 


Par  suite  l'égalité  (6)  devient 

'/        /' 


Mais 


'      P 


/>  —  i 


Do  m 


(81 


5(5.»     -' 


Reste  à   évaluer   o-,    c'est-à-dire  /e  nombre  de  termes  de  la 
suite  |  j  i  y///;  divisés  />>//</.  donnent  un  reste  minimum  négatif, 

supérieur  en  valeur  absolue  à  •  Plus  simplement,  il  suflii 

d'évaluer  la  parité  de  -y. 

Soil   ni.j>    un  terme   jouissant  de  la  propriété  qu'on   vient  de 
dire;  je  dis  que  le  terme 


m  )  /> 


fouit  de  la  même  propriété. 
En  effet,  -oit 


on  en  déduil 

i  <)  i 


mp=rq-î  r  — '); 

«)/>       <".'     -r),-(*t*->). 
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Pour  démontrer  ce  que  nous  avons  en  vue,  en  ce  moment,   il 
suffil  de  faire  \ oir  que 

/'        7         q 

esl  supérieur  a  •  el  ne  dépasse  pas- 

<  )r,  par  hypothèse, 

p— »  <  q  <  7  — ■ . 

2  2 

Donc  on  â 

P^9  _  Hzzl      /'   '   '/       3        /'     ■  '/  _  P  —  ! 

2  .i  2  2  2 

DU 

/»-*-*  <  ^_±  '/        0  <  7  ;    1  , 

■2  '2 

ce  qui  peut  s'écrire  (en  remarquant  que  tous  L -s  termes  de  ces 
inégalités  sont  des  nombres  entiers  1 

Pj~zl    -  ILrJL  _  g    ijzl . 
■2  2         '        2 

C  est  ce  que  nous  voulions  démontrer. 

Puisqu'à  tout  terme  de  la  série  1  4  1  jouissant  de  la  propriété  en 
question  en  correspond  un  autre  jouissant  de  la  même  propriété, 
le  nombre  7  de  ces  termes  est  impair  ou  pair,  suivant  qu  il  v  a  un 
terme  é^al  à  son  correspondant,  ou  non.  11  ne  reste  donc  plus 
qu  à  voir  s  il  y  a  un  terme  égal  à  son  correspondant. 

Or  écrivons  que  le  terme  mp  est  égal  à  son  correspondant. 
Il  \  ienl 


m  [i 


7 

m  —  — 


Nous  distinguerons  deux  cas,  suivant  que  q  est  de  la  forme  \  h —  1 

ou  (le  la   forme    \  h         1  . 

i°  Si  q  r.s/  de  la/orme  \h  —  1 ,  la  valeur  de  m  n'esl  pas  entière. 
Donc  il  n'y  a  pas  de  terme  de  la  série  qui  se  corresponde  à   lui- 


I2G      CHAP.  IV.    —  BESTES  QUADRATIQUES.   COXGRUEXCES   Dl    SECOND  DEGRÉ. 

même.  Donc  9  esl  pair.  Donc  l'égalité    8  l  se  réduit  à 
Donc,  si  de  plus  />  est  de  la  forme   j  //  -■-  i , 


(      )     et     (      )  """' égaux 


si,  au  contraire,  p  est  de  la  forme  4  h  —  i, 


'    )     el      (  —  )  sont  de  signes  contraires. 

q)  \pl 

2°  Si,  maintenant,  q  esl  de  I"  Jointe  j  //    \-  i  .  la  valeur  m  =  — ,— 

I 

est  entière.  -Mais  il  reste  à  voir  si  le  terme  mp  répondant  à  cette 
\  aleur  de  ///.  à  savoir  le  ternir 

i 

donne  réellement  un  reste  minimum  négatif,  plus  grand  que  — ■ 

Or  on  a 

q  —  \  p  —  i  /  i  p\ 

Si  p  est  de  la  forme  \h  -  -  i ,  les  nombres       ■ —  et  (  -  —  j-  J  q 
sont  entiers. 

D'ailleurs  l-        /'  I  q   esl    positif  et   plus  petit   que  — •  Donc 

l'égalité  (10)  montre  que   la   division  du    terme-         /'.    par  </. 

donne  comme    reste    minimum    le    nombre    imsiiif  ( -,  —     -)  </. 

1  V  i        i  y 

Donc  il  n'y  a  pas  de  terme  de  la  série  (4)  jouissant  de  la  propriété 
en  question.  Donc  9  esl  pair. 
Par  siiiie 

I  )onc  (  —  )  et  (      )  sont  égaux. 

V  /         p 
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Mais  si  p  est  de  la  forme  \h  -     1,  écrivons  l'égalité  (10)  sous  la 


forme 


r«   (M) 

I  bailleurs  !<•  nombre 


q  —  \  p 


g    ,    P 

i        4 


est  aégatif,  et  de  valeur  absolue  plus  grande  que  — — ■  et  au  j >I u s 

égale  a       —  • 
2 

I  ) 1 1 1 1 c  la  division  du  terme  %— — p,  par  q,  donne  comme  reste 

minimum  un  nombre  négatif  supérieur  en  valeur  absolue  à         — , 

et  ee  terme  est  égal  à  celui  que  nous  avons  appelé  plus  baut  son 
correspondant.  Done  7  est  impair:  donc 

Donc  (  —  )  et  (—)  sont  égaux. 

En  résumé,  il  n'y  a  qu'un  eas  dans  lequel  (—)  et  (—)  soient  de 

signes  contraires  :  c'est  lorsque  p  et  q  sont  tous  les  deux  de  la 
forme  \h  —  i . 

La  loi  de  réciprocité  est  donc  démontrée. 

192.  Seconde  démonstration  de  la  loi  de  réciprocité.  —  La 
démonstration  précédente  est  due  au  pasteur  Zeller  (').  En  voici 
une  autre,  non  pas  plus  simple,  mais  plus  concise,  due  à 
Kronecker  (2).  D'autre  part,  celte  démonstration  de  Kronecker, 
est,  tout  au  moins  à  première  vue,  beaucoup  plus  artificielle  que 
la  précédente. 

On  a 
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:  étanl  le  nombre  de  restes  minima  négatifs,  fournis  par  les  divi 
>i« )ii>  par/)  des  termes  de  la  suite 

p  —  \ 

'•'/•     -''l '    i     ''■ 

Soit  lu/  un  terme  «I»'  cette  suite.  Le  reste  minimum  correspondant 
csi  négatif,  s'il  existe  un  nombre  entier  /. ,  tel  que 

//'/  ,  Il  II  I 

I  M  I  /• 

/'  /' 

et  réciproquement.  D'ailleurs,  si  le  nombre  /.  existe,  il  est  unique. 
Les  deux   inégalités  (i  i)  peuvent  être  remplacées  par  la  seule 

inégalité 

/'  /  P  1  J 

OU 

12)  -  (-  H <0. 

/'       9        P        "I       7 

Comme  nous  l'avons  déjà  dit,  il  \  a  au  plus  un  nombre  entier  / 
satisfaisant  à  cette  inégalité.  Ce  nombre  est  d'ailleurs  au  plus  égal 

à  - >  car  si  Ion   remplace  /.    par  un  nombre  entier  supérieur 

■i  '  '  ' 

à  celte  quantité,  comme  d'ailleurs  h  est  au  plus  égal  à  •  il  est 

.  . ,  .             .       .         r               li        I ;h          i          /«•  ,       . 

visible  (ine  les  ucuv  laeleurs el i sont  ne^atils. 

1  /'         '/        /'  >'/         '/ 

et  que,  par  suite,  leur  produit  est  positif. 

Si    donc    dans    l'expression    (12)    on    l'ail    successivement 

/  7  ~  ' 

K  =  I ,  ' —, 

l 

el  que  l'on  fasse  le  produit  des  résultats  obtenus,  on  obtient   un 
résultai 

1,  - 1 

•  I ■  1 1  est  positif  ou  négatif,  suivant  que  le  reste  minimum  fourni  par 
la  division  de  If/  par/?  est  lui-même  positif  ou  négatif. 
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Transformons  celle  expression.  Pour  cela  remarquons  < | u«    le 

,     r  II  I  /»'  1  , 

second  lacleur 1 —       neul  s  ucruv 

/'        -'■'/        7  ' 


7  +  1 


//  2  1 


/'  7 

Quand  /,   prend  les  valeurs  1,2,..   ,  — — >  le  nombre 


■>. 


k'=q-^--k 
2 


prend  les  mêmes  valeurs  en  sens  inverse.  On  a  donc 


h       /.' 

/.  =  1  /,-=i 


n  î-ïF-f  =n 


x/'        '^7        7/         Ai     \/>        7 


ou,  | > I  us  simplement, 

_  7-1  _  '/  ~  ' 

J_ X     \/>         iq         q /  A.  JL     \  p         q  1 

/.  ■ =  1  /,  =  1 

De  sorle  que  l'expression  (i3)  peut  s'écrire 

,      -7-' 


n 


/  /?        k  \  I  h        k        1 


/'        7/   \/>        7 


Telle  est  la  nouvelle  forme  de  l'expression,  qui  est  positive  ou 
négative,  suivant  que  le  reste  minimum  delà  division  de  hq  par  p 
est  lui-même  positif  ou  négatif. 

Si  maintenant  dans  cette  expression  on  fait  successivemenl 

/  P  —  ' 

A     -  1  ,  2 ,  ....  : 

2 

el   qu'on   multiplie   les  résultats  obtenus,  on  obtient  un  produit 
qui  est  du  signe  de  (      |  •  Ce  produil  esl 

'11  'n:<;  .>;  :  y 

/.        I  Al 
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'/ 


On  verrait  de  même  que  I      )  esl  du  signe  de 


'/-■ 


p_i 


n  u(HKH-i 

Al  /      l 


Mais,  dans  ce  dernier  produit,  on  peu!  intervertir  l'ordre  des 

signes  I  I  ,  ci,  de  plus,  on  peu!  faire  un  changement  de  notations 

en  remplaçant  //  par  k  el  k  par  A. 
Ce  produit  s'écrit  alors 


P-\ 


n  ii(H)(H-;) 

A  _  I  k  =  1 


Sous  cette  forme,  on  voit  que  les  facteurs  des  produits  (i  {)  et 

-    k  \                -i        •                       •                        /  ■                -i            P  —  '    7  —  'l 
m.))  sont  identiques  au  signe  près.  Lomme  il  \  a- •- de 

ces  facteurs,  l'un   des  produits  est   égal   à    l'autre    multiplié    pai 

( —  i)    -  *'  .  On  a  donc   liicu 


(!)= 


/>-!     ,/-l 


(-0 


ou,  ce  qui  revient  au  même, 


m-<-F-* 


ce  qu'il  fallait  démonl  rer 


193.     application   au  second  problème   du   n"   177.    —  Le 
second  problème  énoncé  au  n "  177,  à  savoir  : 

Étant  donne  le  nombre  a,  r/uels  sont  les  modules  premiers 
dont  a  est  reste  quadratique? 

peut  être  maintenant  considéré  comme  résolu. 
JNous  allons  le  montrer  sur  des  exemples. 
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/•.'.temple  I.  —  Soit  a  =  —  :>.. 

La  valeur  de  ( — ' -)  dépend  du  reste  de  la  division  de  p  par  4- 
La  valeur  de  (  -  )  dépend  du  reste  de  la  division  de  p  par  8. 

Donc  la  valeur  de  (  —  :  )  ne  dépend  que  du  reste  de  la  division 

de  p  par  le  plus  petit  commun   multiple  de  4  et  de  8  (n°  115), 
c'est-à-dire  par  8. 

Si  p  =  S  h  -+-  i , 

donc 


Si  p  =  S  h  —  i , 


ŒH 


?--  e-  ••   V' 


Si  p  =  Sk-\-  ô, 


pi  <p.'=-' 


(t 


Si  /;  :  .8//  —  3, 

(t)-   ■■     (?)— •     (VJ— ■ 

( —  2)  est  donc  reste  quadratique  des  nombres  premiers  impairs  de 
la  forme  8/2  1  ou  8A  +  3;  il  est  non-reste  des  nombres  de  la 
forme  8 A  —  1  et  8 h  —  3. 

Exemple  II  :  a  =  3.  —  Le  nombre  3  esl  de  la  forme  \h  —  1. 
I  >onc  on  a,  si  p  =  \h  ■+•  1, 


(;) 

(I)     « 
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Quanl  à  la  valeur  de  (t)'  c'u'  dépend  du  reste  de  la  division 


de  p  par  ■  >. 

Si  ce  reste  esl  i , 


Si  ce  resle  est  a t 


Donc,  en  définitive,  la  valeur  du  symbole (  -Jne  dépend  que  du 
reste  de  la  division  de  />  par  1  2,  et  l'on  forme  facilement  le  Tableau 


suivant  : 

p  =  1  ■/  a      1 . 

(?)"    («■ 

(f)    ■■ 

G2)-  - 

p  —  12  h  —  1 , 

(?)--(*)■ 

(f)— ■ 

(!)■  ■■ 

p  —  [  2  h  -+-  5 , 

Q-  (!)• 

(f)-- 

(?)    ■■ 

p    -  12  A  —  5, 

(!)--(*)■ 

(!)=  - 

(?)—• 

3  est  donc  resle  quadratique  des  nombres  de  la  forme  1  a  //  ±  1 , 
il  esl  non-reste  des  nombres  de  la  forme  1  :>.  h        5. 

Exemple  III  :  a       36o.  —  Décomposons  36o  en  facteurs  pre- 
miers 

36o      •>"••  '!-.  5. 

On  peut  d'abord  supprimer,  dans  36o,  les  facteurs  carrés  22.32. 
En  effel 

(f)  =  (^)(75)' 

Mais  '-'.)-'  étanl  un  carré,  on  a  évidemmenl 


Donc 


La  valeur  de  (     )  dépend  du  reste  de  la  division  de  p  par  8. 
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.')  étant  de  la  forme  \h  -f- 1 ,  on  a 


.33 


La  valeur  de  (  4  ]  dépend  du  reste  de  la  division  de  p  par  5. 

Donc  la  valeur  de  ( — ]  =  (- — )  ne  dépend  que  du  reste  de  la 
division  de  p  par  \o. 


p  —  \oh±    i, 

(?)■    '■ 

(«■  ■■ 

/3Go\       /lo\ 
\  P  )~~\P  )~ 

p  =  \oh  ±    3, 

G)-- 

(f)— 

(f)        "   '■ 

//  —  \oh±   -, 

G)-   " 

(«-- 

(t)        =- 

p  =  4oA±  9, 

(?)■  ' 

(fi-  ■• 

(f)       -  - 

^?  =  4oA±  1 1, 

G)-- 

(0-  ■■ 

(t)       —■ 

p  =  40  A  ±  1 3 , 

G)--- 

(f)-- 

(t)       -  - 

/>  =  fohdzij, 

G)-  ■■ 

G)-- 

(t)       — • 

p  =  4oA±ig, 

œ— ■ 

(f)-  ■• 

(t)       — ■ 

36o  ou,  ce  qui  revient  au  même,  io  est  reste  quadratique  des 
nombres  premiers  de  la  forme  4°^  — '?  4o/i±3,  4o/i±c), 
4o/i=ti3;  il  est  non-reste  des  nombres  de  la  forme  /\oh±  7, 
{oh  ±  1 1,  4oh  ±  17,  4© /«  ±  19. 

On  voit  que  la  méthode  est  générale  et  elle  conduit  au  théorème 
suivant  : 

194.  Théorème.  —  Le  nombre  a  étant  supposé  débarrassé  de 
ses  facteurs  premiers  d'exposant  pair,  autrement  dit  le  nombre  a 
riant  supposé  non  divisible  par  un  carré  différent  de  1 ,  les  nom- 
bres premiers  impairs  dont  a  est  reste  quadratique  appar- 
tiennent à  des  progressions  arithmétiques  de  raison  a  ou  f\a. 

En    effet  :   i°  supposons  que  a  soit  positif  et  de  la  forme 
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f\h  H-  i,  ce  qui  entraîne  que  les  facteurs  premiers  <le  a  sont  tous 
impairs  et  qu'il  y  en  a  un  nombre  pair  de  la  forme  \h  —  i. 
Soit .  par  exemple, 


a  =  m  </r. 


ni  étant  supposé  de  la  forme  \l>       \  .  q  et  /•  de  la  forme  \h  —  i 
Soil  p  un  nombre  premier  impair  quelconque,  on  a 


G)- 

Or  m  étant  de  la  forme  4 /'  4-  ■ 


l 

PI  \P 


?)=(£) 


(/  et  /•  étant  de  la  forme  \h  —  i 


si  p  est  «le  la  forme  Lh  -+-  i, 

G>  (?) 
(î)— (f) 

. }  si  />  est  de  la  forme  \  h  —  i . 

(?) 


?)-fê) 

)(?)(?) 


p 

dans  les  deux  cas 
Donc 


dans  les  deux  cas. 

Or  (  —  )>  (-)••  (-)  dépendent  respectivement  des  restes  .1rs 
divisions  de  p  par  ///,  q}  r. 

Donc  (  -  )  ne  dépend  que  du  reste  de  la  division  de  p  par  le  plu- 
petit  commun  multiple  de  m.  </,  r  (n°  115),  lequel  est  ici  leur 
produit  ou  <<■ 

Donc  les  nombres  premiers  impairs  dont  a  est  reste  quadra- 
tique appartiennent  à  des  progressions  arithmétiques  de  raison  a. 

•2°  Supposons  mainteuant  a  positif  et  de  la  forme   [h  —  î,  ce 
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qui  entraîne  que  les  facteurs  premiers  de  a  sont  impairs  et  qu'il  y 
en  a  un  nombre  impair  de  la  forme  \h  —  i . 

Soit,  par  exemple. 

a  =  ni/jr. 

m  étant  supposé  de  la  forme  \h  —  i ,  q  et  /•  de  la  forme   i h  -+-  i . 
On  voit  facilement  que 

l>)  ~  \m)  \q)  \  r 
>i  p  est  de  la  forme  \h  +  i .  et 

(>)~  (£)(*)(* 

si  /)  est  de  la  forme  \  k  —  i . 

Donc  (  -  I  ne  dépend  que  du  reste  de  la  division  de  p  par  le  plus 

petit  commun  multiple  des  nombres  /??,  q,  r,  f,  lequel  est  leur 
produit  \a. 

Donc  les  nombres  premiers  impairs,  dont  a  est  reste  quadra- 
tique, appartiennent  à  des  progressions  arithmétiques  de  raison 
\a. 

3°  Soit  a  positif  pair  et  de  ici  forme  ?.(ih  +  i). 

Soit,  par  exemple, 

a  =  i  mqi\ 

m  de  la  forme  4  h  -+■  ' ,  </  et  /■  de  la  forme  \  h  —  1 .  • 

(?)-(ï)(5)(î)(ï> 

d'où  l'on  lire  facilement,  comme  plus  haut, 

(j)- (?)(£)  (*)(*)■ 

—  )  dépend  du  reste  de  la  division  de  p  par  8. 
(')'()'()  dépendent  des  restes  des  divisions  de  /'  par  /», 

<h  '• 

Donc  (  -  j  ne  dépend  que  du  reste  de  la  division  de/? par  Smqr 

ou  l\a. 
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Donc  les  Dombres  premiers  impairs  donl  a  esl  reste  quadra- 
tique apparliennenl  à  des  progressions  arithmétiques  de  raison 
\a. 

On  examine  de  même  tous  les  autres  cas  \<i  positif  pair  de  la 
forme  2|  \h  —  i  .  <>u  a  uégal  if]. 

195.  Calcul  de  l'expression  (-)  quand  p  est  un  grand 
nombre.  —  La  loi  de  réciprocité  serl  aussi  à  simplifier  le  calcul 
de  l'expression  (  -  )  quand  p  esl  un  grand  nombre. 


Exemple.  —  Calculer  ( 
On  a 


i65 
997 


Oi 


997  /  997/  \997 


(s)-m-tï)- 


el 


Donc 

i  !«)  —  ■. 

997 


§  III.  —  Généralisation  du  symbole  de  Legendre. 
Symbole  de  Jacobi. 

196.  On  peut  simplifier  quelques-uns  des  résultats  précédents 
par  une  généralisation  du  symbole  de  Legendre  due  à  Jacobi. 

Le  symbole  de  Legendre  (  -  )  n'a  de  sens  que  si  />  est  un  nombre 
premier  impair. 

Supposons  maintenantque  />  soit  un  nombre  impair  quelconque 
el  que  a  soil  un  nombre  premier  avec  />.  Le  lemme  du  n°  185 
subsiste,  celui  du  n°  186  ne  subsiste  pas.  Mais  l'égalité  démontrée 
dans  ce  lemme 

'/.  étant  le  nombre  des  restes  minima  négatifs  fournis  par  les  divi- 
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sions  des  nombres  a,  :>.<-/,  .    . ,  —  —  a  par  /?,  peut  alors  servir  de 
définition  au  symbole  (  — )• 

w 

De  celte  définition,  on  déduit,  comme  dans  le  cas  de  />  premier  : 
i"  Les  théorèmes  exprimés  par  les  égalités 

2"  La  loi  de  réciprocité 

/      \     /      \  p  —  1  7  —  1 

!"   £,e  théorème  exprimé  par  l'égalité 


.PI  \P 
subsiste  aussi. 

Pour  le  démontrer,  faisons  d'abord  les  deux  remarques  évidentes 
suivantes  : 

i"  Le  symbole  i  —)  est  du  même  signe  que  le  produit  des 

restes  minima  négatifs  fournis  par  les  divisions  des  nombres 

n ,  2  n ,  *— —  n  par  p . 

2°  Deux  nombres  égaux  et  de  signes  contraires  donnent  des 
restes  minima  égaux  et  de  signes  contraires. 

Ceci  posé,  soient 

les  restes  minima  fournis  par  les  nombres 

/>  —  i 
n,      >a,      .  .  . ,      — a, 

a,,  a2,.  .  .,  a-,  clan  tics  restes  minima  positifs,  —  |jn  —  jo —  (âj, 

1rs  négatifs,  de  sorte  que 


(?)-<-* 
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Pour  calculer  (--n  il  faul  d'abord  chercher  les  restes  minima 

fournis  par 

,     ...  p  —  i, 

"H.        <mi,        ,nn ' un  . 


Mai>   pour  celi peut,  dans  ces  produits,  remplacer  les  fac- 

teurs  <i .  ■>.</ a  par  leurs  restes  mini  ma.  <  >n  trouve  ainsi 

la  suilc  (à  l'ordre  près) 

(16)  xt  a',     *■>«',     ....     y;<i:     — pia' — p«a'. 

Si  l'on  compare  cette  suilc  à  la  suite 

,          ,  /'      i 

(  17 1  11  .     xi a 

qui  servirait  à  calculer  (  —  ),  les  nombres 

»i,     a, ax,     3,,     3, ;ï;, 

étant  identiques,   ù  l'ordre  près,   aux  nombres    1.   2,    ...,  — — , 

le  produit  des   termes   de   la   suite  (16)  est   égal   an  produit  des 
termes  de  la  suite  (17)  multiplié  par  ( — 1)^.  Donc 


(?)-(?)<-* 


(f)- (ï)(?> 

197.   Enfin,  voici  une  dernière  propriété  exprimée  par  l'éga- 
lité suivante 


\ j>p'p" ...)      \f  /{/>'/  \ />"  1 


Pour  démontrer  cette   propriété  dans   sa  généralité,   il   suffil 
évidemment  de  la  déi itrer  pour  deux  nombres  />  el  p' 


/'/'  />/  \p') 
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Or,  on  a,  d'après  la  loi  de  réciprocité, 

/)  —  i  a  —  i 


7     *-<->""■ 


/         \     /  PP'—i  "  -  ' 


D'autre  part, 

(£)-(£)(£)■ 

L'égalité  à  vérifier  devient  donc,  si  Ton  y  remplace  f — r )'  (  -  ) 
et  (  —,  j  par  leurs  valeurs  tirées  des  égalités  (18),  (19),  (20),  puis 
(P^—  \  par  sa  valeur  tirée  de  l'égalité  (21), 

p  —  i  a— 1      p'  — 1  a  —  1  ;>//—  1  «— 1 

(— i)"5",_ï~"    ~»         «"=(—!)     2  2 

OU 

<i  —  1  (/>  — n  1 /v  —  n 

(-!)■*  *  ='■ 

Or  les  nombres  <?,/>,  />'  étant  tous  les  trois  impairs,  cette  égalité 
est  évidente. 

198.  En  particulier,  supposons  qu'un  nombre  P  soit  décomposé 
en  facteurs  premiers  sous  la  forme 

P  =pp'p" ..., 
on  aura 

(  -  )'  (—/)'  '  •  *  sont  alors  des  symboles  de  Legendre.  De  sorte 
que  cette  égalité  peut  servir  de  définition  au  symbole  de  .la- 
cobi  (£)(•). 


(')  C'est  d'ailleurs  cette  définition  <|ur  Jacobi  a  donnée.  La  définition  do  a'  196 
est  duc  à  Scherine  et  Kronecker. 
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On  déduil  aussi  <!<•  cette  égalité  la  conséquence  suivante  :  Pour 
qu'un  nombre  a  soit  reste  quadratique  d'un  nombre  impairV, 

premier  avec  lui,  il  faut  <///<■  f  '    )  soit  égal  à     -\.  En  effet, 

pour  que  '/  -'>ii  reste  quadratique  de  P,  il  faut  et  il  suffit  qu'il  soit 

i  este  quadratique  <!<•  /-.  /''.  p" 

Il  faul  donc  que  l'on  ail 

(?)  ■■  <;■-'•  (7)  ■ 


\hiis  la  condition  (  =  ]  =  i   n'est  pas  suffisante,  car  elle  n'en- 
traîne pas  les  conditions  (->?  ). 

199.  ,  application.  —  Comme  première  application  du  symbole 
de  Jacoln.  on  peut  simplifier  le  calcul  du  n"  195.  On  écrira 


V997/'     \365;       \mj       \267J       \267J       U67A267 


parce  que  367  est  de  la  l'orme  8 h        i  : 


parce  que  i(i  est  un  carré. 
Donc 


V'.i'.i,  / 


200.  Le  théorème  «lu  q°  194  el  sa  démonstration  s'étendent 
immédiatement.  Le  nombre  a  étant  supposé  non  divisible  par 
un  carré  différent  de  1,  les  nombres  impairs  p,  tels  que 


<>- 


RÉSOLUTION    DE    LA   CONGRUENCE    DU    DEUXIÈME    DEGRÉ    A    UNE    INCONNUE.      I J4  I 

appartiennent  à  des  progressions  arithmétiques  </<■  raison  a 
ou  \a. 

Il   y  ;i   d'autres  applications  du  symbole  de  Jacobi,  que  nous 
n'aborderons  pus  ici. 

§  IV.  —  Résolution  de  la  congruence  du  deuxième  degré 
à  une  inconnue. 

201.   Résolut  ion  de  la  congruence  x-=a  (mod/?).  —  Dans 
la  pratique,  si  l'on  a  à  résoudre  une  congruence  numérique  de  la 

forme 

a72=a        (inodp)        (p  premier), 

il  sera  inutile  de  calculer  d'abord  le  symbole  (— );  il  suffira  d'ap- 
pliquer le  procédé  du  n°  103. 

Exemples.  —  I.  Résoudre  la  congruence 

,r2=  53  (mod  97). 
Cette  congruence  donne 

alnda?  =  14         (mod  96  1. 
Ind.r  =    7         (mod  48). 

Donc,  deux  valeurs  pour  ïml./  , 

7     et     ">  ") . 

auxquelles  correspondent  les  nombres 

76     et     21, 
ou  plus  simplement 

-+-  21     et     —  21 . 

II.  Résoudre  In  congruence 

x-~  [2        (mod  1 1 J  ). 
(  !el  !'•  congruence  donne 

2  Ind.r    j  71  1  mod  1 12). 

congruence  impossible,  puisque  2  et  110  sont  pairs,  landis  que  71 
esl  impair.  Donc  la  congruence  proposée  esl  elle-même  impos- 
sible. 
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!^0±  Résolution  <!<•  I<i  congruence  générale  du  second 
degré.  —  Je  suppose  le  module  premier,  puisque  le  cas  général 
se  ramène  à  celui-là. 

Si  le  module  égale  ■>..  La  solution  esl  immédiate,  puisqu'on  u'a 
à  essayer  que  les  valeurs  o  et  i  pour  x. 

Supposons  donc  le  module  impair.  <)n  peu!  alors  supposer  le 

coefficienl  de  x  pair,  car  sinon   on   multiplierait  la  congruence 

par  'i.  Soil  dune 

,/./■-       -  A./-      c    -  i>        :  mod  p  I 

cette  congruence. 

(  )n    doit    supposer   a^o  (mod/?),    car    sinon  la   congruence 

sérail  du  premier  degré.   Multiplions  alors  la  congruence  par  a, 

elle  devienl 

>i -./■-■   labx  •     ac=o        (mot!/?) 

ou 

(  a X  H    l>  )-       b-  —  ac         (  mod  p  ). 

Pour  que  la  congruence  soil  possible,  il  l'aul  doue  que  l>-  —  ac 
soil  reste  quadratique  de  p.  Celle  condition  remplie,  on  trouve 
pour  a  x  -4-  b  deux  valeurs  ["tic  seule,  si  h'1 — ac       o  (mod/?)]. 

Soil  a  une  de  ces  valeurs,  il  reste  à  résoudre  la  congruence  du 

premier  degré 

ax  -+■  b  es  x         (  mody  I, 

qui  a  une  solution,  puisque  a  n'est  pas  congru  à  zéro  (mod/?). 

Exemple.        Soil  La  congruence 

')./■-      7a;-f-6      o        (mod  8g  i. 
Celte  congruence  s'écrit 

I"  '•-         I  [X  --  12  =  O, 

ou 

looa?2 —  i  \ox       i  m)  =  o 

ou 

(ioa?  — 7)8  =  — 71. 

On  trouve  pour  \ox       ~  les  deux  valeurs  i  \  et  t5. 
Reste  à  résoudre  le-  deux  congruences 

I'"'       _        i  i. 
,,,,       :       75, 
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qui  donnenl 

x'  =  1 1  ) 

(mod89), 

X    £=  26.     * 

(le  sont  les  deux  racines  de  la  congruence  proposée. 

203.  Exemple  de  résolution  (/'une  congruence  du  second 
degré  à  module  composé.  —  Soit  à  résoudre  la  congruern :e 

7a;2  —  1 1  x  -h  4o  =  o         (  mod  60). 

Nous  avons  à  résoudre  les  congruences 

7a?2  —  1 1  x  -t-  4o  =  o  (  mod  1  ), 

jx2  —  1 1  2?  -r  4o  =  o  (mod  i  1, 

7a:2 — 1 1  x  -+-  4o  =  o  (mod  5) 
11 .  plus  simplement, 

3#2 — 3a?  =  0  (mod  I). 

x'2 — ix-t-i  =  o        (mod  3), 
•i.x- —  x  =s  o         (  mod  j  ). 

La  première   admet  deux  solutions  :  o  et  1, 
La  seconde  »  une  solution  :  1, 

La  troisième       »        deux  solutions  :  o  et  3. 

11  y  a  donc  quatre  solutions  de  la  congruence  proposée,  à  savoir 
1  ne  solution  congrue  à  o  (  mod  4),  à  1  (mod  3),  à  0  (mod  5),  soit  x  =  40 


0  »  1  »  !  »  a?  =  -28 

1  I  »  O  »  #  =  25 

1  »  1  »  !  »  x  =  i3 


(  mod  60 


CHAPITRE  \. 

LES    NOMBRES    INCOMMENSURABLES. 


<  I.  -  Définition  des  nombres  incommensurables. 
Opérations  sur  ces  nombres. 

^Ui.   (  )n  a  vu,  dans  les  Chapitres  précédents,  comment  L'usag< 
des  nombres  fractionnaires  facilite  l'étude  des  nombres  entiers. 

Le  nombre  fractionnaire  n'est  (railleurs  qu'un  symbole  repré- 
sentatif du  système  de  deux  nombres  entiers. 

Dans  ces  conditions,  il  vient  naturellement  à  l'esprit  d'intro- 
duire dans  les  calculs  des  nombres  représentatifs  d'un  système  de 
trois  nombres  entiers,  ou  d'un  système  <!<■  quatre  nombres  entiers 
et  ainsi  de  suite.  Nous  trouverons  plus  loin  de  tels  nombres,  sous 
le  nom  de  nombres  algébriques  du  second,  du  troisième,  etc. 
degré.  Mais  ces  nombres  ne  jouissent  pas.  par  rapport  aux  opéra- 
tions fondamentales,  «le  propriétés  aussi  simples  que  les  nombres 
entiers  ou  fractionnaires.  Il>  ne  se  reproduisent  pas  par  ces  opé- 
rations, c'est-à-dire  que  la  somme  ou  le  produit  de  deux  nombres 
algébriques  du  second  degré,  par  exemple,  n'est  pas,  en  général, 
un  nombre  algébrique  du  second  degré,  mais  bien  un  nombre 
algébrique  du  quatrième  degré. 

Nous   s    trouvons  donc    amenés  à   introduire  à   la   fois  les 

nombres  algébriques  de  tous  les  degrés. 

Mais  ces  nombres  ne  sont  eux-mêmes  qu'un  cas  particulier  de 
nombres  dépendant  d'une  suite  infinie  de  nombres  entiers  el 
qu'on  appelle  nombres  incommensurables,  par  opposition  aux 
nombres  entiers  el  fractionnaires,  dont  l'ensemble  forme  ce  que 

['on  appelle  les  Domines  COmmenSUrables.    Il    n'est    «I  ailleurs   pas 

pins  compliqué  d'expliquer  le  calcul  de  ces  nombres  incommen- 
surables en  généra]  que  celui  des  nombres  algébriques.  Ce  sonl 
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donc  les  nombres  incommensurables  dont  nous  allons  nous  occu- 
per maintenant . 

20o.  Montrons  d'abord  comment  un  nombre  commensurable 
peut,  lui  aussi,  rire  considéré  comme  dépendant  d'une  suite  infi- 
me île  nombres  entiers. 

Il  sullii  de  considérer  les  \aleurs  approchées  de  ce  nombre  suc- 
cessivement à  une  unité,  un  dixième,  un  centième,  etc.  près  par 
défaut.  Les  numérateurs  et  les  dénominateurs  de  ces  valeurs 
approchées  son!  parfaitemenl  déterminés  quand  on  connaît  le 
nombre  qui  leur  a  donné  naissance,  et  réciproquement.  On  a  donc 
bien  là  une  suite  indéfinie  de  nombres  entiers,  dont  la  connais- 
sance est  équivalente  à  celle  du  nombre  commensurable  proposé. 

Au  lieu  des  valeurs  approchées  par  défaut,  on  pourrait  considé- 
rer les  valeurs  approchées  par  excès. 

Vu  lieu  des  valeurs  approchées  à  un  dixième,  un  centième,  etc. 

près,  on  pourrait  en  considérer  d'autres  :  les  valeurs  à  — »  —  >  •    • 
|>rès.  par  exemple;  ou,  plus  généralement,  les   valeurs   à    —  >    A> 

/'  .  1  -  c  »  P         p'         I» 

'—r,-)    •••  près,  par  défaut  ou  par  excès,  —  >   —,,   -^,   •••  étant   une 
7  7      7        7 

suite  déterminée  de  nombres  tendant  vers  zéro. 

Comme  tout  nombre  commensurable  peut  être  considéré  comme 
une  valeur  approchée  à  une  certaine  approximation  de  tout 
autre  ('),  ce  qui  précède  revient  à  ce  fait  évident  que,  lorsqu'un 
nombre  commensurable  est  déterminé,  tous  les  nombres  com- 
mensurables  plus  petits  nue  lui,  et  tous  les  nombres  commen- 
surables plus  grands  le  sont  aussi,  et  réciproquement. 

C'est  cette  idée  qui  va  servir  dans  la  définition  des  nombre-, 
incommensurable^. 

20G.  Définition.  — ■  Supposons  qu'une  certaine  règle  permette 
de  parin i^er  la  totalité  des  nombres  commensurables,  positifs 
et  négatifs,  en  deux  classes,  de  telle  façon  que  n'importe  quel 
nombre  de  la  première  classe  soit  plus  petit  ////<•   n'importe 

quel  nombre  de  la  seconde. 


I  '  )   \  condition  que  le  pr<  mil  r  nombre  soil  plus  grand  que  la  moitié  du  second. 
C.  io 
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I  i.ii\  i  ,i~  se  présentent  : 

i  .Si ,  parmi  les  nombres  commensurables  de  la  première  <  lassi  . 
il  en  existe  un  plus  grand  que  tous  le^  autres,  ou  si,  parmi  les 
nombres  commensurables  de  la  seconde  «I,  i~-e.  il  en  existe  un  plus 
petil  que  tous  les  autres,  <>n  peul  dire  que  la  classification  en 
question  définit  ce  nombre  comme nsurab le.  Il  est  d'ailleurs 
évidenl  que  ces  deux  circonstances  ne  peuvent  se  présenter  .1  la 

luis. 

Si  aucune  des  deux  circonstances  pi  écédentes  ne  se  présente, 
on  peut  dire  < 1 1 1< -  la  classification  définit  un  nombre  incommensu- 
rable. 

Les  deux  cas  peuvenl  effectivemenl  se  présenter.  Pour  réaliser 
le  premier,  il  suffi I  de  choisir  à  l'avance  un  nombre  commensu- 
rable     >  de  raneer  tous   les  nombres  commensurables  inférieurs 

à       dans  la   première  classe,  tous  les  nombres  commensurables 

//  ' 

supérieurs  dans   la   seconde  classe,  el  enfin   de  placer       dans  la 

classe  que  1  on  \ eut. 

Pour  réaliser  le  second  cas,   soil       ni)  nombre  commensurable 

positif,  non  carré  parfail  ;   rangeons  dans  la  première  classe  tous 
les  nombres  commensurables  positifs  donl  !<•  carré   esl  inférieur 

à  — ;  dans  la  seconde  classe,  tous  ceux   dont  le  carré  est  supérieur 

à       •  Il  n  \  ;i  |>;i^.  d.ms  la  première  classe,  de  nombre  supérieur 

à  tous  les  autres.  En   effet,  soit  a  un  nombre  quelconque  de  la 

première  classe  :  on  a 

-  s  '" 
n 

Mais  il  existe  (nu  64)  des  nombres  commensurables  dont  le 
carré  diffère  par  défaut  de  —  d'aussi  peu  que  Ton  veut;  on  peul 

doue  trouver  un  nombre  commensurable  positif  a'  tel  que  <i'-  <c  - 

1  ■  n 

i  i  par  conséquent  a'  appartiendra  à  la  première  classe  i,  mais  tel 


i 
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Or  celle  inégalité  entraîne 

a  <  (('. 

Donc  il  existe  dans  la  première  classe  des  nombres  plus  grands 

<|UC   <l. 

On  verrai l  de  même  qu'il  n'y  a  pas  dans  la  seconde  classe  de 
nombre  plus  pelil  que  tous  les  autres. 

Donc  la  classification  en  queslion  définil  un  nombre  incommen- 
surable. 

207.  Egalité.  Inégalité.  —  Deux  nombres  (commensurables 
«m  incommensurables)  sont  égaux  lorsque  les  classes  qui  les 
définissent  sont  identiques.  Ceci  est  évidemment  vrai  pour  les 
nombres  commensurables  ;  et  c'est  une  définition  pour  les  nombres 
incommensurables. 

Un  nombre  a  esl  plus  petit  qu'un  nombre  b,  lorsqu'il  y  a  des 
nombres  commensurables  appartenant  à  la  fois  à  la  classe  supé- 
rieure à  a  et  à  la  classe  inférieure  à  b;  ceci  est  encore  une  défini- 
tion pour  les  nombres  incommensurables,  tandis  que  c'est  une 
propriété,  d'ailleurs  à  peu  près  évidente,  pour  les  nombres  com- 
mensurables. 

Les  nombres  plus  petits  que  o  sont  dits  négatifs. 

On  voit  facilement  que  les  égalités  a=ô,  &  =  c  entraînent 
l'égalité  a  =  c. 

Les  inégalités  a  >•  b  et  b  >>  c  entraînent  l'inégalité  a  >  c. 

En  particulier  les  nombres  commensurables  faisant  partie  de  la 
«lasse  inférieure  à  un  nombre  incommensurable  sont  plus  petits 
que  lui;  ceux  qui  font  partie  de  la  classe  supérieure  sont  plus 
grands  que  lui. 

208.  Montrons,  maintenant,  comment  on  peut  faire  dépendre 
les  nombres  incommensurables  d'une  suite  infinie  de  nombres 
entiers,  ainsi  qu'on  l'a  dit  plus  liant  (n°205).  On  y  arrive,  comme 
pour  les  nombres  commensurables  par  la  considération  des  valeurs 
approchées. 

209.  I  aleur  approchée  'l'un  nombre  incommensurable.  — 
On  appelle  valeur  approchée  d'un  nombre  incommensurable  >>. 
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à—  près  ('-  étant     un     nombre    commensurableh  le  plus 

grand  multiple  de  —  qui  soit  contenu  dans  ce  nombre. 
•I 

Autrement  dit,    trouver  cette  valeur,  c'est   trouver  un  nombre 

entier  m  tel  que 

mp  (  m  -f-  i  >/> 


\utremcnt  dit  encore,  c'est  trouver  un  nombre   entier  m,   tel 

(lue  — —  soit  dans  la  classe  inférieure  à  a,  et dans  la  classe 

1        7  7 

supérieure. 

Plus  —  est  petit,  plus  l'approximation  est  dite  grande. 

11  est  bien  évident  que  lorsqu'un  nombre  est  déterminé,  par  la 
division  des  nombres  commensurables  en  deux  classes,  ses 
valeurs  approchées  à  n'importe  quelle  approximation  sont 
connues.  Réciproquement  : 

Un  nombre  a  est  déterminé  lorsqu'on  connaît  sa  valeur 
approchée  à  une  approximation  aussi  grande  que  l'on   veut. 

En  effet,  soit  -     •>  la  valeur  approchée  de  a  à  moins  de  —  près. 

On  a 

—  <a<(/n  +  i)^. 
9  '/ 

Soit  <7,  un  nombre  commensurable.  Si  l'on  a  au>-.i 
^<ai<(»  +  .)|, 

quelque  petit  que   soit —>  cela  veut  dire  que  a  =  at . 

Donc  a  est  alors  déterminé. 

Si  les  inégalités  0  )  n'onl  pas  lieu  pour  toutes  les  valeurs  de  — . 
c'est  qu'il  y  aura  des  valeurs  de      suffisamment  petites  pour  que  a , 


soit   en  dehors  de  L'intervalle  de-      à       — •  On  peut    donc 

7  /  ' 

décider  si  a,  est  plus  grand  ou  plus  petit  que  a.  On  a  doue  une 


I 
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classification  des  nombres  commensurables  en  deux  classes  qui 
définit  a. 

210.  Valeurs  à  '  •  7V'  ïoo>  ïôVïï>  ■•■  Pr'i's-  —  On  définil  en 
général  un  nombre,  en  donnant  ses  valeurs  à  une  unité,  un 
dixième,  un  centième,  etc.  près;  c'est  ce  qu'on  appelle,  son 
développement  en  décimales. 

"2[[.  Définition  des  opérations  effectuées  sur  les  nombres 
incommensurables.  Addition.  —  Soient  deux  nombres  incom- 
mensurables ou  non,  a  et  b. 

Rangeons  dans  une  première  classe  C  les  nombres  commensu- 
rables qui  sont  la  somme  d'un  nombre  commensurable  plus  petit 
que  a  et  d'un  nombre  commensurable  plus  petit  que  b  ;  dans  une 
seconde  classe  G'  les  nombres  commensurables  qui  sont  la  somme 
d'un  nombre  commensurable  plus  grand  que  a  et  d'un  nombre 
commensurable  plus  grand  que  b.  Il  est  bien  évident  que  tout 
nombre  de  la  classe  C  est  inférieur  à  tout  nombre  de  la  classe  C. 

Il  est,  de  plus,  évident  qu'il  n'y  a  pas  dans  la  première  classe  C 
de  nombre  plus  grand  que  tous  les  autres,  ni  dans  la  seconde  C 
de  nombre  plus  petit  que  tous  les  autres. 

Si  donc,  de  plus,  aucun  nombre  commensurable  n'échappe  à 
cette  classification,  cette  classification  définit  un  nombre  incom- 
mensurable c,  qui,  par  définition,  est  la  somme  de  a  et  de  b. 

Mais  il  peut  se  faire  qu'un  nombre  commensurable  échappe  à 
cette  classification.  Je  dis,  en  tout  cas,  qu'il  n'y  en  a  qu'un.  En 
effet,  supposons  qu'il  y  en  ait  deux,  a  et  [i  (a  <  (3).  On  voit  facile- 
ment que,  a  n'étant  pas  dans  la  classe  C,  il  en  est  de  même  de  tout 
nombre  commensurable  supérieur;  de  même,  (3  n'étant  pas  dans 
la  classe  C,  il  en  est  de  même  de  tout  nombre  commensurable 
inférieur.  Donc  tous  les  nombres  commensurables  compris  entre 
a  et  ^  échapperaient  à  la  classification,  et  par  suite  un  nombre 
quelconque  de  la  classe  C  différerait  d'un  nombre  quelconque  de 
la  classe  C  d'au  moins  jj  —  a.  Mais  cela  n'est  pas. 

En  effet,  on  peut  prendre  un  nombre  commensurable  inférieur 

à  a  et  un  nombre  commensurable  supérieur  à  a,  qui  diffèrent  entre 

8  —  x 
eux  de  moins  de '-•  Ensuite  on  peut  prendre  un  nombre  com- 
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mensurable  inférieur  à  //  el  un  nombre  commensurable  supérieui 

qui   diffèrent    également   de    moins   de  —r  —  •  On    en    déduit    un 

nombre  de  la  classe  C  et  un  nombre  de  la  classe  <è  qui  diffèrenl 
de  moins  de  'i     -  a. 

Dans  le  cas  <>ù  il  existe  effectivement  un  nombre  commensu- 
rable r,  n'appartenant  ni  à  la  classe  C,  ni  à  la  classe  O,  c'est  ce 
nombre  c  qui  est  dit  la  somme  de  n  et  /<. 

C'est  ce  dernier  cas  qui  se  présente  en  particulier  lorsque  a  et  b 
sont  eux-mêmes  commensurables,  et  il  est  évident  que  la  somme 
ainsi  définie  est  le  même  nombre  que  celui  qu'on  entendait 
jusqu'à  maintenant  sous  ce  nom. 

La  somme  de  plus  de  deux  nombres  a,  l>.  c,  <l  se  définit  comme 
pour  les  nombres  commensurables.  Les  deux  classes  qui  définis- 
sent cette  somme  peuvent  s'obtenir  en  additionnant  d'une  pari 
les  nombres  commensurables  inférieurs  à  a,  A,  c,  d,  d'autre  part 
les  nombres  commensurables  supérieurs.  11  en  résulte  évidemment 
que  cette  somme  est  indépendante  de  l'ordre  des  nombres  que  l'on 
ajoute. 

212.  Soustraction.  —  On  appelle  différence  de  deux  nombres 
a,  b  le  nombre  qui,  ajouté  à  b,  reproduit  a . 

Pour  trouver  ce  nombre  il  suffit  de  placer  dans  une  classe  C,  les 
nombres  commensurables  obtenus  en  retranchant  un  nombre  com- 
mensurable  supérieur  à  b,  d'un  nombre  commensurable  inférieur 
à  «;  et  dans  une  classe  C  les  nombres  commensurables  obtenus  en 
retranebant  un  nombre  commensurable  inférieur  à  b,  d'un  nombre 
commensurable  supérieur  à  <i.  Le  lecteur  démontrera  facilement, 
comme  dans  le  numéro  précédent,  que  celle  classification  satisfait 
aux  conditions  fondamentales;  et  qu'il  y  a  au  plus  un  nombre 
commensurable  c  qui  puisse  \  échapper.  Si  (die  dernière  circon- 
stance ne  se  présente  |>:is,  la  classification  d  ('lin  il  un  nom  lue  incom 
mensurable,  sinon  on  peut  dire  quille  définit  c  Vax  tout  cas,  le 
nombre  qu'elle  définit  est  tel  que  tous  les  nombres  commensurables 
inférieurs  à  lui,  ajoutés  aux  nombres  commensurables  inférieurs 
.i  b.  reproduisent  le-  nombres  incommensurables  inférieurs  à  '/,  el 
que  les  nombres  commensurables  supérieurs  à  bu,  ajoutés  aux 
nombres  commensurables  supérieurs  a  A,  reproduisent  les  nombres 
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commensurables  supérieurs  à  '/.  Donc  la  somme  de  ce  nomlnv  el 
de  b  est  égale  à  </■  Donc  ce  nombre  est  la  différence  enlre  a  el  b. 
Le  lecteur  verra  sans  peine  que  les  théorèmes  fondamentaux  sur 
L'addition  et  la  soustraction,  qui  se  résument  dans  les  règles  d'.id- 
dilion  et  de  soustraction  des  polynômes,  s'appliquent  au*  uombres 
i  mi  immensurables. 

213.  Multiplication .  —  Pour  définir  le  produit  de  deux  fac- 
teurs a,  h  (supposés  positifs),  nous  rangeons  dans  une  premu  re 
classe  G  les  nombres  commensurables  qui  sont  le  produit  d  un 
nombre  commensurable  plus  petit  que  a  par  un  nombre  commen- 
surable  plus  petit  que  b  ;  et  dans  une  seconde  classe  C  les  nombres 
commensurables  qui  sont  le  produit  d'un  nombre  commensurable 
[ >1  h >  grand  que  a  par  un  nombre  commensurable  plus  grand  que  b. 
Le  lecteur  achèvera  sans  peine  le  raisonnement  qui  est  analogue  à 
celui  que  l'on  a  fait  pour  l'addition. 

Dans  le  courant  de  ce  raisonnement,  pour  démontrer  qu  il  ne 

peut  y  avoir  deux  nombres  commensurables,  a  et  J3,  échappant  à 

la  classification,  on  est  amené  à  démontrer  que  :  on  peut  trouver 

deux  nombres  commensurables  at,bi:  respectivement  inférieurs 

i  a  et  b,  et  deux  nombres  commensurables  a\ ,  b\  respectivement 

supérieurs,  tels  que 

a\  b\  —  axbi 

soit  plus  petit  qu'un  nombre  fi  —  x. 

Pour  cela,  il  suffit  de  remarquer  qu'on  peut  écrire 

a\  b\  —  a,  b\  =  i  a\  —  at  )bt    -  |  b\  —  i,)«i+  {a\  —  </,  H  b\  —  l> ,  I. 

Pour  que  le  premier  membre  soit  plus  petit  qu'un  nombre  fi —  x, 
il  suffit  que  chacun  des  termes  du  second  membre  soit  plus  petit 

g     y 

que  -  .,'--  •  H  suffit  pour  cela,  d'abord,  que  a\  —  as  et  b{  —  />,  soient 

3  —  a         qj  —  a 

plus  petit-  respectivement  que  '  ., (      et  '■>—'  et  enslIllc  flue  ccs 
deux  nombres  a\  —  as   et  b\  —  />,  soient  tous  les  deux  plus  petits 

a y  . 

qu'un  uombre  dont  le  carré  soit  inférieur  à  *-—= —  >  toutes  conditions 

qui  peuvent  être  réalisées. 

Nous  avons  supposé  les  facteurs  positifs,  sinon  on  ferait  le  pro- 
duit de  leurs  valeurs  absolues  et  l'on  suivrait  la  règle  des  signes. 
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Si  l'un  des  facteurs  est  nul,  le  produit  esl  nul  par  définition. 
•  Le  produit  de  plusieurs  facteurs  a,  b,cesi  le  nombre  obtenu  en 
multipliant  a  par  b,  puis  le  résultai  parc,  et  ainsi  de  suite.  Le  lecteur 
démontrera  facilement  que  ce  produit  est  indépendant  de  !  ordr< 
des  facteurs.  Il  verra  aussi  que,  pour  multiplier  un  nombre  par 
la  somme  «le  deux  autres,  il  suffit  de  le  multiplier  successivement 
par  chacun  <\c-  termes  de  la  somme  et  d'additionner  les  résultats. 
Ces  deux  théorèmes  permettent  d'étendre  aux  nombres  incom- 
mensurables,  les  règles  relatives  aux  produits  de  facteurs,  à  la  mise 
en  facteur  commun  et  aux  produits  de  polynômes. 

214.  Division.  Pour  définir  le  quotienl  d'un  nombre  <i  par 
un  nombre  b  (a  et  b  étant  supposés  positifs),  on  range  clans  une 
première  classe  C  les  nombres  commensurables  qui  sont  le  quo- 
tient d'un  nombre  commensurable  plus  petit  que  «,  par  un  nombre 
commensurable  plus  grand  que  A:  et  dans  une  seconde  classe  C, 
les  nombres  commensurables  qui  sont  le  quotienl  d'un  nombre 
commensurable  plus  grand  que  <t ,  par  un  nombre  incommensurable 
plus  petit  que  b.  Le  raisonnement  se  fait  comme  dans  les  ca>  pré- 
cédents. 

Dans  le  courant  de  ce  raisonnement  on  est  amené  à  démontrer 
que  Ion  peut  trouver  deux  nombres  commensurables  «,,  A,  res- 
pectivement inférieurs  à  «et  A,  et  deux  nombres  commensurables 
a\,   b\   respectivement   supérieurs  tels  que  la  quantité 

'il  —  5Z_L 

soit  plus  petite  qu'un  nombre  [i — a. 
Or  celle  quantité  peut  s'écrire 

a\  b\  —  <i\l>\ 


Mi 

Soil  B  un  nombre  plus  petit  que  6;  on  peut  choisir  A,  de  façon 
qu'il  soil  plus  grand  que  B. 

Quant  à  b\,  il  est  nécessairement  plus  grand  que  B.  Donc  la 
quantité  précédente  est  plus  petite  que 

" i  b\  —  d\b\ 
W- 
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Pour  que  celle  quantité  soil  plus  petite  qu'un  nombre  (3  —  ail 
suffit  que  le  numérateur  a\  b\  —  a,  ht  soil  plus  petit  que  ((3  —  a)B2  ; 
or  nous  avons  vu  plus  haut  que  cela  pouvait  êlre  réalisé. 

D'ailleurs  le  quotient  ainsi  défini,  multiplié  par  b,  donne  un 
produit  égal  ii  a. 

215.  Extraction  des  racines.  --  Pour  définir  la  racine  nimr 
d'un  nombre  a  nous  partageons  les  nombres  commcnsurables  en 
deux  classes,  ceux  dont  la  puissance  nieme  est  plus  petite  que  r/. 
ceux  dont  la  puissance  nième  est  plus  grande. 

On  démontre  qu'aucun  nombre  commensurable  n'échappe  à 
cette  classification,  exceplé  un  seul,  si  a  est  un  nombre  commensu- 
rable puissance  hième  parfaite.  Donc  cette  classification  définit  un 
nombre  a.  Reste  à  démontrer  que  la  puissance  nieme  de  a  est  égale 
à  a.  En  effet,  si  un  nombre  commensurable  est  plus  petit  que  a,  sa 
puissance  nième  est  plus  petite  que  a.  Donc,  si  l'on  forme  la  divi- 
sion des  nombres  commensurables  en  les  deux  classes  qu'il  faut 
former  pour  définir  la  puissance  nième  de  a,  on  retrouve  Jes  deux 
classes  qui  définissent  a. 

En  particulier,  on  définit  ainsi,  dans  tous  les  cas,  la  racine  n1"'" 
d'un  nombre  commensurable  a,  ce  qui  n'avait  pu  se  faire  au  moyen 
des  nombres  commensurables  seuls  (n°  56). 

2lG.  Nous  avons  donc  défini  les  opérations  fondamentales  sur  les 
nombres  incommensurables  ('),  mais  il  reste  à  montrer  comment 
on  les  réalisera  effectivement.  Il  faut  pour  cela  remarquer  que  dans 
la  pratique  on  définit  un  nombre  incommensurable  par  une  suite 
indéfinie  de  valeurs  approchées  avec  une  approximation  de  plus  en 
plus  grande  (n°  209).  Il  faut  donc  montrer  comment,  de  pareilles 
suites  relatives  à   certains   nombres   étant   connues,   on   peut   en 


Nous  admettons  implicitement,  qu'un  certain  nombre  de  théorèmes,  évi- 
dents "ii  démontrés  pour  les  nombres  commensurables,  sont  vrais  aussi  pour  les 
nombres  inrummciisiiialdcs. 

Pour  n'en  citer  qu'un  exemple,  nous  admettons,  dan-  la  démonstration 
du  n°  '.'17.  le  i  héorème  suivant  : 

Si  des  nombres  sont  respectivement  plus  petits  que  d'autres,  la  somme  des 
premiers  est  plus  petite  que  la  somme  des  seconds. 

Toutes  ces  démonstrations  sont  très  simples,  nous  n'avons  pas  cru  nécessaire 
de  les  donner  (voir  l'Introduction). 


I  ■  >  I  CHAP.    \.  LES    SOMBRBS    INCOMMENSURABLES. 

trouver  il  .mires  relatives  à   la   somme,  à  la  différence,  au   pro- 
duit, etc.,  de  ces  in. min  es 

Pour  cela  nous  ferons  usage  des  considérations  suivantes  : 

!2I7.  Définition  générale  de  !</  limite.  -  -  Maintenant  que 
nous  savons  ce  que  c'est  que  la  différence  de  deux  nombres 
incommensurables,  qous  pouvons  généraliser  la  définition  de 
limite,  donnée  au  n°  Cri  pour  les  nombres  commensurables.  Cette 
définition  s'applique,  mot  pour  mot,  aux  nombres  incommensu- 
rables. 

En  particulier,  si  l'on  calcule  les  valeurs  d'un  nombre  à  ,'„.  -j-J-^, 

jjôô,  etc.  près  par  défaut,  plus  généralement  à  —  »       •       •  ■••  par 

défaut,     ;  —  - ,     ■•  •••  tendant  vers  zéro,   on  obtient  une  suite  de 

7     7      7 

nombres  commensurables  qui  tendent  vers  </. 

218.  Il  faut  maintenant  remarquer  qu'on  peut  généraliser  le 
théorème  du  n"  201)  ei  dire  qu'a/j  nombre  est  déterminé  quand 
on  connaît  une  suite  de  nombres  qui  tendent  vers  lui.  Cela  e>i 
évident,  carde  la  définition  même  de  la  limite  il  résulte  qu'une 
suite  de  nombres  ne  peut  tendre  que  vers  une  seule  limite. 

Or  on  a  les  théort  mes  sun aiiis  : 

Si  des  nombres  tendent  vers  des  limites,  la  somme  <!>■  ces 
nombres  tend  vers  la  somme  des  ///nids  de  ces  nombres. 

Soient  des  nombres  variables  <■/,  ù,  c  tend. ml  vers  des  limites 
A.,  B,  C.  Je  dis  que  a     -  l>    -c  tend  vers  A   h  B  -h  C.  En  effet,  on  a 

\       B       C)  — (a       b       i         (A  —  a)-t-(B  —  b)-h(C  —  c). 

Donc,  pour  (|uc  l,i  valeur  absolue  de  la  différence 

\       l  ;    -C)-(a-hb-hc) 

-mi  plus  petite  qu'un  nombre  donné  :.  il  suffit  que  la  valeur  abso- 
lue de  chacune  des  différences    \ — •'/.   I»  —  A,    C       c  soit  plus 

petite  <|uc  ',  •  Or  c'est  ce  qui  arrive  <-t  subsiste  à  partir  d'un  certain 
momenl . 

I  )n  a  un  théorème  et  une  démonstration  analogues  pour  la  dif- 
férence de  deux  nombres. 
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Si  des  nombres  tendent  ras  des  limites,  le  produit  de  ces 

nombres  tend  vers  le  produit  des  limites. 

Il  suffît  évidemment  de  démontrer  ce  théorème  pour  un  produit 
•  le  doux  uombres.  Or,  pour  cela,  il  suflit  de  remarquer  que 

\\)  —  ab  =  (A  —  a  \b  -     i  B  -  l>  \a  -+-  <  A  -  a){  II  —  In. 

Pour  que  la  valeur  absolue  du  premier  membre  soit   plus  petit 
que  z,   il  s ii f lï t  que  la  valeur  absolue  de  cliacun  des  termes  du 

second  membre  soit  plus  petite  que  '-  ;  et  pour  cela,  enfin,  il  suffit 

que  les  inégalités  suivantes  soient  satisfaites  : 

|A-«|<â^ 

|A-«i<y/i, 

|B       b\<^/ZT 

Or  ces  inégalités  peuvent  avoir  lieu  et  subsister. 

Nous  n'énoncerons  ni  ne  démontrerons  les  tbéorèmes  ana- 
logues, relatifs  au  quotient,  aux  puissances,  aux  racines,  aux 
exposants  incommensurables.  En  définitive,  le  lecteur  voit  qu'on 
est  ramené  à  la  théorie  connue  sous  le  nom  de  théorie  des  /imites, 
qui  est  traitée  dans  tous  les  cours  d'Anal\se.  Celte  théorie  ne  fait 
plus  partie  de  la  théorie  des  nombres,  c'est  pourquoi  nous  n'y 
insistons  pas. 

219.  Cette  théorie,  appliquée  au  calcul  des  nombres  incom- 
mensurables, nous  donne  le  résultat  suivant  :  Pour  effectuer  un 
certain  calcul,  composé  d'additions,  soustractions,  multipli 
cations,  divisions,  élévations  aux  puissances,  extractions  de 
racines  sur  des  nombres  incommensurables,  on  effectue  le 
même  calcul  sur  les  valeurs  approchées  de  ces  nombres, 
pour  des  valeurs  de  plus  en  plus  grandes  de  l'approximation, 
et  Von  obtient  u ne  suite  de  résultats  définissant  un  nombre  qui 
est  leur  limite,  et  qui  est  le  nombre  cherché. 


CBAP.    V.    —    LES    NOMBRES    INCOMMENSURABLES. 

Nous  terminerons  par  les  théorèmes  suivants,  qui  sonl  d'une 
application  constante  : 

220.   Théorème.  —  Si  une  suite  indéfinie  de  nombres 
"i-    at a„.     ... 

est  telle  que  chacun  (leur  soit  supérieur  ou  égal  au  précé- 
dent: si,  de  plus,  un  quelconque  de  ces  nombres  est  plus  petit 
qu'un  nombre  déterminé  \.  ces  nombres  tendent  iyers  une 
limite  inférieure  ou  égale  à  \. 

En  effet,  classons  les  nombres  commensurables  de  la  façon  sui- 
vante :  Dans  la  classe  inférieure  C,  nous  plaçons  les  nombres  x, 
tels  que,  dans  la  suite 


il  y  ait  des  termes  plusgrands  que  a.  Dans  In  classe  supérieure  C, 
nous  plaçons  les  nombres  (3,  lels  que  dans  la  suite 

a,,     at,     ...,     an,     ... 

il   n'y  ail  p;is  de  terme  plus  grand  que  û. 

Il  est  évident  qu'aucun  nombre  commensurable  n'échappe  à 
<etle  classification,  et  que  d'ailleurs  cette  classification  satisfait  à 
toutes  le>  autres  conditions  nécessaires  pour  qu'elle  définisse  un 
nombre.  Soit  «  ce  nombre.  Je  dis  que  les  termes  de  l<i  suite 

at,     at,     ...,     a,n     ... 
tendent  vers  a. 

En  effet,  soit  b  un  nombre  appartenant  à  la  classe  C,  //  un 
nombre  appartenant  à  la  classe  C.  On  a 

a~b<  b'—b. 

IVfais  quel  que  soil  le  nombre  positifs,  on  peul  trouver  les  nombres 
b  et  1/  tels  que 

l>       /<   C  e, 

et  (1  ailleurs  on  peul  trouver  un  tenue  an  tel  que 

b  <  «n<  a. 
f  )n  ,i  alors 

a  —  an  <  a  —  b  <  b'  —  b  <  e. 
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Donc  les  termes  de  la  suite 

a  1 .      a  ,,      ....      a u .      ... 
tendent  vers  a . 

Il  est  d'ailleurs  impossible  que  cette  limite  a  soit  supérieure  à  A, 
car  si  cela  était,  comme  il  y  aurait  des  termes  de  la  suite 

ax.     «.,.      .  .  .,     a„. 

qui  différeraient  de  a  de  moins  de  a — A,  ces  nombres  seraient 
supérieurs  à  A,  ce  qui  est  contre  l'hypothèse. 
On  démontrerait  de  même  que  : 

Si  une  suite  indéfinie  de  nombres  est  telle  que  chacun  d'eux 
soit  inférieur,  ou  égal  au  précédent  ;  si,  déplus,  un  quelconque 
de  ces  nombres  est  plus  grand  qu'un  nombre  déterminé  A,  ces 
nombres  tendent  vers  une  limite  supérieure  ou  égale  à  A. 

221.   Dans  ces  théorèmes  les  nombres 

«i,     at a„,     ... 

son  t  commensurables  ou  non.  Dans  la  théorie  des  nombres,  ce 
seront  les  suites  de  nombres  commensurables  qui  joueront  le  plus 
grand  rôle;  par  exemple,  la  suite  des  valeurs  approchées  par  excès, 
ou  celle  des  valeurs  approchées  par  défaut,  d'un  nombre,  à  une 
approximation  décimale  de  plus  en  plus  grande  ('). 

Dans  le  Chapitre  suivant,  nous  allons  étudier  d'autres  suites  du 
même  genre  :  celles  qu'on  obtient  par  le  développement  d'un 
nombre  incommensurable  en  fraction  continue. 


(')  La  définition  des  nombres  incommensurables  qui  fait  l'objet  de  ce  Chapitre  ; 
ou  des  définitions  analogues  ont  été  données  par  MM.  Catalan,  Bertrand,  Méray, 
Lipsckitz,  duBois  Reymond,  Cantor,  Dedekind,  Heine,  \\  eierstrass,  Tannery.  Elle  .1 
étéexposée  par  M.  Tanner}  fans  Y  Introduction  <<  la  théorie  des  fonctions  d'une 
variable  (Paris,  Hermann)  et  dans  ses  Leçons  d'Arithmétique  1  Paris,  Vxmand 
Colin).  Dans  ce  dernier  Ouvrage,  le  lecteur  pourra  trouver  plus  de  détails  sui 
quelques  points  très  simples,  sur  lesquels  nous  n'avons  pas  cru  devoir  in 
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§  II.        Développement  des  nombres  incommensurables 
en  fractions  continues. 

"H"l.  Revenons  d'abord  sur  ce  que  nous  avons  ilit  (Chapitre  II. 
§  "\  |  du  développemenl  en  fraction  continue  d'un  nombre  com- 
mensurable,  el  faisons  les  remarques  suivantes: 

Lorsqu'un  nombre  commensurable  x  esl  développé  <'n  fraction 
continue 


a.\  est  le  /dus  grand  entier  contenu  dons  ./■  ; 
<-/.,  le  plus  grand  entier  contenu  dans 

'  °  X —  CL\ 

I  >  une  façon  générale,  soit  -~-  la  /. """'  réduite 

I  i 

•  "-'    •.        I 

. 
Posons 

i 

".-i-i- 


■    --L, 
v  el  .//,  <on\  liés  par  la  relation 

P    ■■       P 
Q 

(I   où 

'.'.  I*-P*-I. 

<.'/.■'•    I' 

"/,+i   est  le  plus  grand  entier  contenu  dans  .rh. 

Les  nombres  at,  ....  an  sonl  positifs,  excepté  le  premier  qui 
I  »  «  •  1 1 1  être  nul,  ou  même  négatif  si  le  nombre  x  est  négatif. 

-''l'A.   Soit  maintenanl  un  nombre  incommensurable  x. 
On  peu!  déterminer  <!<•>  nombres  entiers  at,   o2,   ...  par  les 
mêmes  conditions,  à  sa>  <>ir  : 

//t  est  le  plus  grand  entier  contenu  dansx\ 

a,  est  h'  pins  grand  entier  contenu  dans  -       —  • 

'  °  X  - H  i 
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hune  façon  générale,  ayant  calculé  at.  a* <//,.  soii 


lk-l  ": 


p*-«,+ 

r 

Q*       ' 

«h 

"/.    1 
on  calculera  /  ;,  par  la  relation 

P    r*+_P*-i 

d'où 

",    iay-Pfr-i 

<,»/,.r  —  P/, 

et  l'on  prendra  pour  a*+,  le  plus  grand  entier  contenu  dansx/g. 

Mais  celle  suite  de  nombres  alya-2,  .  .  .  est  illimitée,  car,  sinon, 
on  obtiendrait  une  fraction  continue  limitée,  égale  au  nombre 
incommensurable  x,  ce  qui  est  absurde. 

Les  nombres  entiers  at,  a2.  ...  étant  ainsi  parfaitement  déter- 
minés, je  dis  qu'ils  sont  positifs,  excepté  a{  qui  peut  être  nul, 
ou  même  négatif  si  x  est  négatif. 

Pour  le  démontrer  je  remarque  que  des  égalités 

Q*H*-      PA-1 


Xk  —  — 


'■/,  ■  i  =  — 


Q/  v  —  Pk 


m  lire  en  él  mimant  x 

<.»/.    1 1  I'/,  •  i  ■'■/.  n+P*)-  P/,-,  ('  Q*+i  .r  +  Q/,  ) 


'' 


Q*(P**-iar*4-i  +  P*)-  P*(Q*4.iar-+-Q*) 


Or  les  quantités  I'/,.  Q*,  an  satisfont  évidemment  aux  mêmes 
relations  de  récurrence  que  dans  les  fractions  continues  limitées, 
c  est-à-dire  aux  relations 

P/. .  i      P/. "/.  •  i-.-  P 
<.'/.   i     Q/  "i     Q 
el  à  la  relation 

P*Q*-i-  Pa-iQa=  (     '  ' 
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I  iniii'  on  peul  écrire 

(P*+iQ*-i-P*-iQ     .   '     . 


Th  = 


(— l)*l  1'/. -.«.»/.    ,-  1'/.    .<»/.-.  ! 


ou  enfin,  en  remplaçanl  r/l+,  el  Q*+)  par  leur-  valeurs. 


i 
a*/  =  a 


Or,  <n,+\  étant  le  plus  grand  entier  contenu  danser*,  ceci  montre 
que  -  est  compris  entre  o  et  i .  Donc  X/c+i  est  plus  grand  que  i . 
Donc  <7/,+J  esl  positif. 

22i.  Conclusion .  I  un  nombre  incommensurable x donné, 
correspond  donc  une  suite  de  nombres  entiers  parfaitement 

déterminés  c{.  a2,  •  •  •  donnant  lieu  à  une  suite  de  réduites 

P  !'■         Ps 

Qi'    Qt'    Q3 

Le  iliéorènic  suivant  montre  que  ces  réduites  tendent  verser. 

225.  Théorème.  —  Étant  donnée  une  suite  indéfinie  quel- 
conque de  nombres  entiers  positifs  at,  <>., si  l'on  forme 

les  réduites 

P,  I".  i 

"i-  rr        "i  

Qi  Qî  o, 

i"  Ces  réduites  tendent  vers  une  limite  x\ 
2°  Si  l'on  applique  à  ce  nombre  x  le  procédé  précédent ,  on 
retrouve  les  nombres  a(,  a*,  ...: 
.'*>"   ./•  est  incommensurable. 

En  effet  :  i"  nous  avons  vu  (n°  94)  que,  quelque  loin  qu'on 
pousse  le  calcul.   les   réduites   de  rang  impair  vont   m  croissant 

et   restent    toujours   |>lu^    petites   que    '/,-[-        •    Doue  elles  oui   une 

limite.  De  même  les  réduites  de  çang  pan-  vont  en  décroissant  el 
restent  toujours  plus  grandes  que  <■/,.  Donc  elles  ont  aussi  une 
limite.   D'ailleurs  ces  deux   limites  sont   les  mêmes.  En  effet,   la 
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p 

dillercnce   entre   une  réduite  de  rang  pair  j~  et  la  réduite  sui- 

vante  r.2/l+1  est  égale  à  jt — ^ Or  Q2„  et  Q^«+i  sont  des  entiers 

qui  croissenl  avec  //.  Doue  celte  différence  tend  ver&zéro. 

\in-i  les  réduites  de  rang  pair  et  celles  de  rang  impair  ont  une 
limite  commune. 

<"  Soit  x  celte  limite.  On  a 

«i  <  x  <  «i  -i-  — 
a8 

Donc,  a  fortiori, 

«i<C  x  <C  «1  + 1. 

Donc  «,  est  le  plus  grand  entier  contenu  dans  x. 
Ensuite 

ai  h <  x  <  ax  H 


«3 

Donc 

i  i 

«2  < <  a2  h • 

.t  —  aj  «3 

Donc,  a  fortiori, 

a*  <  <  a*  -+-  i . 

.r  —  ax 

Donc  ct-2  est  le  plus  grand  entier  contenu  dans 

D'une  façon  générale, 
P/,+I    ^      ^  P/+2 


<  x  <  (en  supposant  A'  pair  pour  fixer  les  idées), 

V/.H-2 

'écrire,  en 

1  -  P/,-. 


Q/.-M  Qa   2 

e.e  qui  peut  s'écrire,  en  introduisant  le  nombre  Xh  défini  par  la 

relation  x  = 


QA-a?A+  Q/t-i' 

n  ,    d  i>  ,    d  •'/,     "/.t-H )  -+-  P/.-1 

IV//.-M  -4-  P/,-)  P/,  37,-1-  Pa— i       .  \  «/.+2/ 

Q/,  lat+i  -î-  ^—  I  -l-  Q/._, 

d'où  l'on  lire  facilement 

Donc,  a  fortiori, 

i<a?&<  a/l+,-i-  i. 

Donc  «a+i  esl  le  plus  grand  entier  contenu  dans  .//,. 
3°  Enfin  x  esl  incommensurable,  puisque  si  a-  était  commensu- 
rable  la  suite  d'opérations  qu'on  vient  de  dire  serait  limitée. 
G.  il 


i6a 


«.MAI*.     \ 


Il  •<    NiiMlilli  S    IM:<iMMI..N»i  RABLI  S. 


Définition.  —  Les  nombres  entiers  >',.". >u-  •  ••  s'ap- 
pellent quotients  incomplets;  les  quantités  x,  .r,,  •  1 p*,  .  .  . 

s'appellent  quotients  complets. 

226.   Limite  >l<   l'approximation  obtenue  en  s'arrétant  à  um 

réduite-     ■        Le  nombre  a:  étant  compris  entre        el  ,,     '•  l'er- 

p 
reur  commise  en  prenant  ()    comme   valeur  approchée  est   j >  1  n  - 

petite  que  la  valeur  absolue  de  — -     »  c'est-à-dire  que  *  ~ — 

i  i  1 1     ,        <  >;  itii, 

r  i 

el  a  fortiori  une 

J  I  Q 

ti^T.  Exemple  de  développement  d'un  nombre  en  fraction 
continue  illimitée.  —  Développer  en  fraction  continue  le  loga- 
rithme vulgaire  '/>'  17.  c'est-à-dire  calculer  le  nombre  x  satisfai- 
sant à  l'équation 


Ce  nombre  étant  compris  entre  1  el  2,  le  premier  quotient  incom- 
plet est  1 . 


l'osons  donc  x  =  1 
L'équalion  de\  ienl 


■  '  :  ' 


Or  on  \oit  facilement  que  X\  esl  compris  entre  \  el  5  :  le  second 
quotient,  incomplel  esl  donc  j.  Posons  maintenant 


■'1  =  1 

L'équation  uY\  ienl 

(1,7)     ^=10, 

d'où 

.  ...s  ;  Sa,  }j    -    ,,,  58 

.r .  est  compris  entre  2  et  3.  En  continuant  ce  procédé  on  trouve 

le  développement 

x  =  [1,   j,   '.  1.  1-.  I,    .,1.1  —  |. 
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Il  est  bien  évident  que  ce  procédé  réussit  pour  le  dévelop- 
pemént  en  fraction  continue  d'une  racine  d'une  équation  quel- 
conque. Les  quotients  incomplets  successifs  sont  les  parties 
entières  de  racines  d'équations  successives. 

228.  Théorème.  —  Si  l'on  a  deux  valeurs  approchées,  l'une 
/"//■  défaut  ./•,,  l'autre  par  excès  x2,  d'un  nombre  incommen- 
surable  .r,  les  premiers  quotients  incomplets,  communs  nui 
développements  en  fractions  continues  de  x 4  et  de  x->,  appar- 
tiennent au  développement  en  fraction  continue  de  x. 

Soient  at,a2 au  ces  quotients  incomplets  communs. 

a,  étant  la  partie  entière  de  x{  et  celle  de  x-2  est  aussi  la  partie 
entière  «le  .r  qui  est  comprise  entre  x<  et  x2- 

a.,    étant    la    partie    entière    de et    celle    de est 

1  X\  —  a1  x-, —  «, 

•    .....           i              .                           .                         i 
aussi    la    partie    entière    de qui    est    compris   entre  

1  x  —  a ,    *  L  Xi  —  at 

el  »  etc. 

Xt  —  «  ! 

Exemple  : 

i .  - 1  828  1 82  8  \:> 904  <  e  <  1 . 7 1  828  182  84  5  9<>5. 
Les  quotients  incomplets  communs  sont 

2 ,     1 .     2 ,     1 .     1 .     4  •     1,1,     6 ,     1 ,     1 .     8 ,     1,1. 
qui  donnent  les  réduites  communes 

2       3       8        11        Mi       87  io6  193        i->.6i        1/P7       2721 

1         1        3         î  '       7         3.>.  5g  71          465          >36         1001 

23?.2J  25946  49'7' 

8544  9545  18089 

Ces  réduites  appartiennent  au  développement  de  e  en  fraction 

continue. 

229.  Réduction  en  fraction  continue  d'un  nombre  négatif . — 
Ce  que  nous  avons  dit  au  n°  97  de  la  réduction  en  Ira»  lion  conti- 
nue d'un  nombre  commensurable  négatif  s'applique  à  un  nombre 
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incommensurable.  Par  exemple  ayant 


e  =  i  -t- 


i 

I  H 


on  a 

=  —  3 


230.  Fractions  continues  irrégulières.  —  Nous  appellerons 
ainsi  des  fractions  continues  de  la  forme 

«  +  — - ■  ou      [a,  b.  ...,  /..  /.  i.  p,  ...], 


É^1 


dans  laquelle  les  éléments  a,  [3,  ...  sont,  à  partir  d'un  certain  rang, 
tous  positifs,  les  précédents  a,  6,  c,  ...,/ n'étant  pas  tous  posi- 
tifs, ci  pouvant  être  négatifs  ou  nuls.  Eu  particulier,  nous  appe- 
lons /  le  dernier  élément  qui  n'esl  pas  positif. 

Il  esl  bien  évident  que  les  formules  qui  permettent  de  calculer 
les  réduites  de  proche  en  proche  s'appliquent  à  ces  fractions. 
Elles  s'appliqueraient  d'ailleurs  à  des  fractions  continues  dans 
lesquelles  les  éléments  seraient  des  nombres  quelconques,  non 
entiers. 

231.  Nous  allons  montrer  qu'o/i  peut  transformer  une  frac- 
tion continue  irrégulière  en  une  fraction  continue  ordinaire 
régulière,  de  façon  que,  dans  les  deux  fractions  continues, 
inits  les  déments,  à  partir  d'un  certain  rang,  soient  les  mêmes. 

Pour  cela,  nous  allons  montrer  que  l'irrégularité  qui  va  jusqu  à 
l'élément  /  peut  être  remontée  d'un  ou  plusieurs  éléments,  de 
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façon  à  obtenir  une  nouvelle  fraclion  irrégulière  dans  laquelle  le 
nombre  des  éléments  irréguliers  est  plus  petit  que  dans  la  fraction 
proposée.  En  recommençant  cette  opération  sur  la  nouvelle  frac- 
tion, puis  sur  la  suivante,  et  ainsi  de  suite,  on  arrive  de  proche 
en  proche  à  une  fraction  régulière. 

Dans  la  démonstration,  nous  distinguerons  plusieurs  cas. 

I.   Soit  l=o.  On  a 

/, —    =  k-i-    \: 


d'où 


=  k 


Donc 

[a.  h /..  o,  %,  3.  ..  .  ]  =  [a,  b k -h  a,  p,   ...J. 

L'irrégularité  a  donc  remonté  au  moins  d'un  rang. 

II.   Soit  I  négatif  et  différent  de  — i. 

l=—n. 

On  a 

/.  H =  /.  —  M =k—l-\ 


n  —  i  -t-  ■ 


H- 


(1  ou 


A  + —  =k 


P 


d'où,  en  supposant  y.  >  i  et  n  >»  2, 

[a,  l> /• .      n ,  y .  ,jj.  . . .  |  =  \a.  l> /.  —  1 .  1 .  n  —  2, 1,  a —  1,  fi,  •'.  .J, 

de  sorte  que,  dans  ce  cas,  l'irrégularité  cm  remontée  au  inoins 
d'un  rang. 
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Si  ai  c[  h  ^>  2,  nu  écril  L'expression  précédente 

|  il,  h /, •  —  i .  i .  //        ».  i  -.-  p,  •;.  . . .  |. 

Si  x>i  cl  n  =  2,  on  écril  l'expression 

[a,  A /.  —  i .  ■>.  y-  —  i .  p,  •  •  •  |- 

Si  y.       î  el  n       2 .  un  écril  l'expression 

[a,  b k  —  i,  p-+-  •>.  •;.  . . .]. 

Dans  tous  les  cas,  l'irrégularité  esl    remontée  au   moins  d'un 
rang. 

III.   £W/  enfin  1  =  —  i. 
<  )n  part  aloi  •>  <!<•  l'identité 


/. 


=  k  —  i 


1       s 


A  -  2 


d'où 


=  k  -  >.  + 


d'où,  en  supposant  oO    '• 

[a,  l>.  '■ k,       i,  a,  p,  ...]  =  [a,  b k  —  2,  i,  «—  2,  P,  •■•]• 

Si  a  =  2,  on  écril  l'expression 

[a,  ô /,  -  >.  i  +  p,  . 

Si  -/  =  i ,  revenons  à  l'expression 

/ ! 


Celle  expression  esl  rgale  à 

*-P-9  - 
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Si  l'on  suppose  y  >  i .  on  a  donc 

a,  b,c,  ...,/..—..  i.  p,Yi  ':-  ••■]  =  ["•  A-  ■••■  *' 'ï  —  ''■■  '■  '.'  —  '■'' 

Si  v  =  i,  on  écril  l'expression 

[a,  h /.       p  —  2,  i      3,  ...  |. 

Dans  tous  les  cas,  l'irrégularité  a  remonté  d'au  moins  un  rang. 

Remarque.  —  Lorsque  tous  les  éléments,  à  partir  du  second, 
auront  été  rendus  positifs,  si  le  premier  élément  est  positif,  la 
fraction  continue  est  positive;  si  le  premier  élément  est  négatif, 
la  fraction  continue  est  négative. 

232.  Remarque.  —  Le  nombre  des  quotients  incomplets  mo- 
difiés  dans  le  calcul  précédent  est  de  même  parité  que  le 
nombre  de  ceux  qui  les  remplacent. 

11  suffit  de  vérifier  celle  proposition  dans  tous  les  cas. 

Dans  le  cas  de  /=  o,  on  a  remplacé  les  trois  éléments  /. .  o,  a 
par  un  seul,  k  4-  *• 

Dans  le  cas  de  l  =  —  n^é  —  i  et  a>i,  «>:'.,  on  a  remplacé 
les  trois  éléments 

/  .      —  n .      y. 

par  cinq 

/.  —  i ,     i .    il  —  ■)..     i .     y.  —  i . 
I  liins  le  cas  de 

/  =  —  n  y£  —  i,         rt  =  i,         n  ;     ». 

on  a  remplacé  les  quatre  éléments 

te,     —  n,      i,     3.      ..., 

par  quatre 

/«  —  i ,    i,    n  —  >.,     i 
etc. 

233.  Comme  application  traitons  la  question  suivante  : 

Condition  pour  que  les  fractions  continues  qui  représentent 
deux  nombres  soient  identiques  à  partir  d'un  certain  quo- 
tient incomplet . 
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(Il  s  d^ii .  bien  entendu,  de  fonctions  continues  régulières  ordi- 
naires.) 

Cela  revient  à  dire  que  ces  deux  nombres  (■>.  to'  ont  un  même 
quotient  complet  x.  <  h\  a  les  égalités 

Par-t-R 

PV-H-IV 

'"  Q     '        ^' 

P 

en  appelant  -    la   réduite   qui    précède   le    quotient  complet    ./% 

dans  le    développement  de  to,    et     -   la   réduite   précédant  --;  de 

P' 
même  ^  désigne  la    réduite  qui  précède  le  quotient  complet  x, 

|;  .  P'  . 

dans  le  développement  de  to',  et       la  réduite  précédant  — -,-  Soit  k 

le  nombre  des  éléments  qui  précèdent  x,  dans  le  développement 
de  10  ;  k' le  nombre  de  ceux  qui  précèdent  x  dans  le  développe- 
ment de  to'. 

P,  Q,  R,  S,  P',  Q'.  H',  S'  sont  des  entiers  satisfaisant  aux  con- 
ditions 

PS—  QR  =(—  u*. 

P'S'—Q'R' =(—i)*'. 
Si,  entre  les  égalités  (4)  et  (5),  on  élimine  x  on  trouve 


ou,  en  posant 


D'ailleurs  on  a 


,_  (PS  — QR')to-f-PR'— P'R 
-  (Q'S  — QS')w-t-PS'— Q'R' 


P'S  —  QR  =et, 
PR'_P'R=  p, 

Q'S-QS'  =  Y, 
PS'— Q'R=  S, 

,           KO  +  fi 
U>     =    ç-> 

-'«•>  -+-  0 


ao  -  pY  =(P'S-QR')(PS'-  Q'Rj-(PR'-P'R)(Q'S-QS') 

PS  —  QR)(P'S'—  Q'R')  =  (— i  )*+*' . 

Donc  les  deux  nombres  <•>  et  to'  .*o/>/  /*7;s  />«/•  une  relation 
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de  la  forme 

KO)  H-  3 

(6)  a)  =  %, 

yw  -t-  0 

7.,  [jj.  y,  §  étant  quatre  nombres  entiers  satisfaisant  à  In  condi- 
tion 

xo  —  Py  =  —  !  ■ 

1  xo  —  t3y  =+1  o«  —  r,  suivant  que  les  éléments  quiprécèdent 
le  quotient  complet  commun,  dans  les  développements  de  0) 
et  de  <•>'.  sont  en  nombre  de  même  parité  ou  non.) 

Démontrons  maintenant  que  cette  condition  est  suffisante.  En 
effet,  supposons  qu'elle  soit  remplie. 
Supposons  d'à  bord  v  —  o. 

On  a  alors 

x8  =±  1; 
d'où 

a===bi, 

0   =  ±  I. 

Donc  w'  se  réduit  à  rb  to  rir  (3. 

Si  (1)'=  to  db  (5,  le  théorème  est  évident. 

Si  to'=  —  to  ±  [3,  on  a 

—  ta'  =  a)  zf.  S. 

Ce  cas  se  ramène  donc  au  précédent,  car  si  l'on  se  reporte  aux 
nos  97  et  229,  on  remarque  que  les  fractions  continues  qui  repré- 
sentent deux  nombres  égaux  et  de  signe  contraire,  sont  iden- 
tiques à  partir   du  quatrième  quotient  incomplet  au  plus. 

Supposons  maintenant  y  ^é  o. 

Réduisons  la  fraction  -  en  fraction  continue.  Soit 

Y 

<;>  ~  =[a,b,...,l]. 

Remarquons  que  L'égalité 

ao  —  3y  =  ±  1 

prouve  que  v  et  a  sont  premiers  entre  eux.  I  >onc     esl  une  fraction 
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irréductible.  Si  donc  on  appelle        la  dernière  réduite  de  la  frac- 

lion  continue  (  ~  ),  <>n  a 

*  =  Pa-, 

Y  =  Q*. 
(  )n  ,i  (I  ailleui  s 

«8  —  Py  =  ±  i- 
ou 

P  S  —  Q*g  =±i. 

Maintenant,  on  peul  toujours  supposer  que  k  soit  d'une  parité 
telle  que  la  quantité  a8 — [ây  ou   I\  o —  QA{3  soil  égale  à( — i)*. 

En  effel .  >i  x8      [âv  étail  égal  à  ( —  i /'+l ,  on  écrirai!  la  fraction  (7) 
sous  la  forme 


1 

<le  sorte  que  le  nombre  k  serait  augmenté  d'une  unité. 

Les  deux  quantités  P*Q*_i  —  Qa  I'/,   1  et  l'/,o  —  QA|3  étant  alors, 
toutes  les  deux,  égales  à  ( —  i)A,  on  a 

PaQ*-,—  QaP*-,=  PaS      Q   / 

I'a  et  Qa  étant  premiers  entre  eux,  celle  égalité  donne  (n°  111) 

p  =  P*_,  +  1V . 

8=  <>.    1      '.>,,/. 

/  étant  un  nombre  entier  positif  ou  négatif. 

Par  suite,  si   l'on   remplace  a,   [5,  y,  0  par  leurs  valeurs  dans 
l'égalité  (6)  il  vient 

,_    l'/,tQ  -+-  P/,-1-4-  V/.t 

w  ~  Qaw-4-Qa    i      Q*«' 
ou 

(   ,        l'/.((o  +  Q  +  P/.-, 
~  Q*(M  +  0+Qt-i' 

Ce  qui  montre  que  la  valeur  de  tu'  s'obtient  en  remplaçant,  dans 

la  fracl  ion  continue  (7),  /  par  /+  -     —  • 

Si  donc  le  développement  de  <•>.  en  fraction  continue  régulière, 

e-l 

1  *  1  '■)  -    |  m ,  /i ./>... .  ], 
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ni  en  déduit 

g  1  (.)'  =  |  ,1 ,  h.  .  .  .,   I,   ni  -  -  t.    11.    ji.   .  .  .  |. 

Si  m  -+-  t  esl  positif,  celte  dernière  fraction  continue  esl  régu- 
lière, c'esl  la  fraction  qui  représente  co'.  11  est  visible  que  les  deux 
liât  lions  (8)  et  (9)  sont  identiques  à  partir  du  quotient  incom- 
plet 11  cl  le  théorème  esl  démontré. 

Si  /;/  +  /  est  négatif  ou  nul,  on  commencera  par  rendre  régu- 
lière la  fraction  continue  (9).  Comme  dans  cette  transformation 
les  quotients  incomplets  resteront  invariables,  à  partir  d'un  cer- 
tain d'entre  eux,  les  bâclions  (8)  et  (9)  sont  identiques  à  partir 
de  ce  quotient  incomplet-là. 

234.  Nous  avons  dit  plus  haut  que  ao —  {3y  =  +  1  ou  — 1,  sui- 
vanl  que  les  éléments  qui  précèdent  le  quotient  incomplet  com- 
mun, dans  les  développements  de  (•>  et  de  co',  sont  en  nombres  de 
même  parité  ou  non. 

La  réciproque  est  vraie. 

En  effet  : 

a8-pY  =  (-!)*• 

D'ailleurs  /»  esl  le  nombre  des  éléments  a,  A,  ...,/. 

Or  comparons  les  fractions  continues  (8)  et  (9).  Dans  ces 
fractions,  les  éléments  qui  précèdent  le  quotient  incomplet  com- 
liitiu  n  sont  au  nombre  de  1  pour  la  fraction  conlinue(8)  et  Â-f-i 
pour  la  fraction  (9).  Ces  deux  nombres  sont  donc  de  même  parité 
ou  non,  suivant  (pie  /.  est  pair  ou  impair.  Si  la  fraction  (9)  esl 
régulière,  If  théorème  est  démontré. 

Sinon,  on  sait  que,  en  rendant  cette  fraction  régulière,  le  nombre 
des  éléments  modifiés  dans  le  calcul  est  de  même  parilé  que  ceux 
qui  les  remplacent . 

Donc  le  théorème  est  encore  vrai  dans  ce  cas. 

Mais  il  faut  remarquer  qu'il  n'est  pas  impossible  (pic  dc\\\ 
nombres  10,  io'  soient  liés  à  la  fois  par  deux  relations 

w  =  -        ;         («S—  Bv  =-f-  1), 
yu>  -+-  0 

y,w  -,-  o, 
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Si  cela  a  lieu,  il  faul  nécessairement  qu'il  \  ait,  dans  <■>.  deux 
quotients  complets  de  rangs  différents,  <]ui  soient  identiques  à 
un  même  quotient  complet  de  u>',  et  par  conséquent  identiques 
entre  eux.  !><■  plus,  ces  deus  <|ii<»tï<iit—  doivent  être  séparés  pai 
un  nombre  Impair  de  quotients  incomplets. 

On  en  déduit  facilement  que  les  quotients  incomplets  de  <• 
forment  une  suite  périodique.  Nous  reviendrons  plus  loin  sur  ces 
fractions  continues  périodiques. 


§  III.  —  Distinction  entre  les  nombres  commensurables  et  les 
incommensurables.  Recherche  des  racines  commensurables  des 
équations  algébriques.  Nombres  algébriques.  Théorème  de  Liou- 
ville.  Classification  des  nombres  incommensurables. 

235.  La  question  suivante  se  pose  maintenant  :  Un  nombre 
étant  défini  />"/■  une  suite  infinie  de  nombres  entiers,  recon- 
naître si  ce  nombre  est  comme nsurab le  <>u  incommensurable. 

Cette  question  est  loin  d'être  résolue.  Elle  est  d'ailleurs  très  vaste, 
à  cause  de  la  multitude  de  laçons  dont  on  peut  composer  la  suite 
infinie  qui  définit  un  nombre.  Mais  nous  possédons  déjà  les  résul- 
tats suivants  : 

Un  nombre  étant  défini  par  son  développement  en  déci- 
males, pour  tpie  ce  nombre  s<n't  commensurable,  il  faut  et  il 
suffit  que  lu  suite  deschiffres  soit,  à  partir  d'un  certain  rang, 
périodique. 

Le  développement  en  fraction  continue  donne  un  autre  crité- 
rium. 

Pour  qu'un  nombre  soit  commensurable,  il  faut  et  il  suffit 
que  son  développement  en  fraction  continue  soit  limité. 

236.  Racines  commensurables  des  équations  algébriques.  — 
Soit  une  équation  algébrique 

ct,.r      ■    r/,  ./•''-'  -+-.  .  .—  a„-xx  -+-  o„=  o. 

dans   laquelle    les   coefficients  a0,  a{ an  sont  des  nombres 

entiers. 
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Voyons  d'abord  si  celte  équation  a  des  racines  commensurables. 
Il  suffît  pour  cela  d'appliquer  le  théorème  suivant  : 

237.  Théorème.  —  Si  l'équation 

V"   —  '/,  ./-'-1  -4-.  .  .-f-  Cta-xX  -h  a„  —  o 

i(/„.  at ",i\-  "n  étant  des  nombres  ailiers)  a  une  racine 

commensuraole  —  (  -    étant  suppose  une  fraction  réduite  a  sa 

plus  simple   expression}-»    le  polynôme  premier    membre   de 

V équation  est  algébriquement  divisible  par  le  binôme  px  —  m, 
et  tmis  les  coefficients  du  quotient  sont  des  nombres  entiers. 

Que   le  polynôme  premier  membre  de  l'équation  soit  divisible 
algébriquement  par  px  —  /»,   cela   résulte  immédiatement   de  ce 

,..  ......  m 

<iu  il  e.-4  ui\  î -«il île  par  x • 

i  i  p 

Quant   au   fail   que  les  coefficients   du  polynôme  sont  entiers, 

ce   n'est    qu'un  cas  particulier  du  théorème  suivant  dû  à  Gauss  : 

238.  Si  un  polynôme  à  coefficients  entiers 

a0x"  —  a1a:n—1  -h. .  .-f-  an 

est  <li\isible,  algébriquement ,  par  un  autre  polynôme  à  coeffi- 
cients   entiers 

I, „.}■/'—  bi.ci'-1  —  .  .  .—  bp 

dont    les   coefficients  sont  premiers    dans   leur  ensemble,    les 
coefficients  du  quotient  sont  des  nombres  entiers. 

En  effet,  on  peut  en  tout  cas  supposer  les  coefficients  du  quo- 
tient réduits  au  même  dénominateur. 

boit    alors  V|  '-  le   quotient,  de  sorte 


Mile 


"  .     i   '  "  , 


=  (bt  xv  ■+■  bi xp-i  -+-  . . -+-  bp_ ,  y  +  bp  , ! ''-'■    ^   '•/ 


i  7  i  'il  \p.   \ 

ou,  pour  abréger, 


—    LE--    VOIHHK»    INi  'tM>Il..NM  UAlil.l  ». 


/ 


■  \l 


Il  fit  11 1  démontrer  que  M  divise  tous  les  coefficients  de  -\\  pour 
cela  il  faut  démontrer  que  i< >n t  facteur  premier  p.  de  M  divise  ces 
coefficients.  Or  u,  divise  tous  les  coefficients  du  produit  ^X'I. 
d'ailleurs  il  ne  peut  pas  diviser  tous  les  coefficients  de  cp  |  puisque 
par  hypothèse  ces  coefficients  sonl  premiers  dans  leur  ensemble  i. 
On  est  donc  ramené  à  démontrer  le  théorème  suivant  : 

Si  un  nombre  premier  u.  <li\  ise  tous  les  coefficients  du  pro- 
duit de  deux  polynômes  tp  y.  et  '///' il  ne  divise  />".s  tous  les 
coefficients  de  ©,  il  divise  (mis  les  coefficients  <le  <j/. 

D'abord,  si  u  divise  certains  coefficients  de  o,  on  peul  dans  le 
produit  'i'\  retrancher  le  produit  de  la  somme  de  ces  termes  part];; 
il  reste  le  produit  »|A,  u>{  étant  un  polynôme  dans  lequel  aucun 
coefficient  n?e>t  divisible  par  p.,  mais  tous  les  coefficients  de  ce 
produit  élant  divisibles  par  ;j..  Pour  ne  |>as  multiplier  les  nota- 
lions,  supposons  que  ce  polynôme  '^,  soit  le  polynôme  <p. 

Les  coefficients  du  produit  o<|i  développé  sont 

/>„> . . 

b0cl-h  6,  e„. 
60c2-f-  >>\C\  ■+■  /'j'„. 


u  divise  tous  ces  coefficients. 

Le  lac  te  m-  premier  p.  divisant  bac0  <•!  ne  divisant  pas  b0  divise  <  „ . 

p  di\isaiit  A,,'-,  -f-  /,{  r„,  et  divisant  '■„  divise  b0ct,  ne  divisant 
pas  bo  il  divise  c{ . 

p.  divisant  b0c.2  btct  -t-  b»c0,  et  divisant  c0  et  r,  divise  60c2; 
ne  di\  isanl  |>a»  b0  il  divise  e,.  etc. 

<  )u  voit  que  p.  divise  tous  les  coefficients  CqC,,  .    . .  c*. 

Le  théorème  est  donc  démontré. 


t23(d.   Revenons  au   cas  particulier  de  ce   théorème  énoncé  au 
n  '  237  dont  nous  avons  à  nous  oc<  upef  maintenant. 
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Pour  que  l'équation 

Il  ,1, .,-"-.-  it,.r"-l-T-.  .  .H-  an-iX  -±-(1,,  -    0 

admette  la  racine  commensurable  —   (  —  étant  réduite  à  sa   plus 

/'    \P  ' 

-impie  expression)  il  faut,  avons-nous  dit,  que  le  polynôme 

a  -r ''      K\- r"-[      ...      an-ix  —  a„ 

soit  divisible  par  le  binôme  px —  m  et  que  tous  les  coefficients 
du  quotient  soient  entiers. 

En  particulier  il  en  résulte  que  ni  doit  être  diviseur  de  an  et  /> 
diviseur  de  a0.  Donc  pour  trouver  toutes  les  racines  commensu- 
rables  de  L'équation  (i  i)  il  faut  procéder  de  la  façon  suivante  : 
Prendre,  de  toutes  les  manières  possibles,  un  diviseur  de  an 
comme  numérateur,  un  diviseur  de  a0  comme  dénominateur; 
parmi  les  fractions  ainsi  obtenues,  ne  garder  que  les  irréductibles, 

el   les  faire  précéder  des  signes  -f-  et  — .  Soit  —  un  des   nombres 

ainsi  obtenus  :  pour  voir  si  ce  nombre        esl  racine,  on  divise  _/(#) 

parpx  —  m  \  si  dans  le  courant  de  la  division  on  obtient  au  quo- 
tient un  coefficient  fractionnaire,  ou  si  le  reste  de  la  division  n'est 

pas  nul,  —  n  esl  pas  racine. 

D'ailleurs  des  circonstances  particulières  peuvent  simplifier  le 

I  aïeul. 

En  particulier.  l'Algèbre  enseigne  à  trouver  une  limite  supé- 
rieure el  une  limite  inférieure  des  racines.  Il  sera  inutile  d'essayer 
des  nombres  non  compris  dans  ces  limites. 

On  \oii  aussi  que  f(x)  étant  divisible  par/;./-  —  m.  et  le  quo- 
lienl  ayanl  ses  coefficients  entiers,  si  l'on  donne  à  x  une  valeur 
entière,  la  valeur  correspondante  de  y (.r)  sera  un  nombre  entier 
divisible  par  la  valeur  correspondante  de  px  —  m.  Par  exemple 
/  1  esl  di\  isible  par  p  —  m,  /'( —  1)  est  divisible  par  — p  —  m. 
Ces  condition-  restreignenl  les  essais  à  faire  sur  p  el  m. 

240.  Nombres  algébriques.  —  Considérons  maintenanl  une 
équation  débarrassée  de  ses  racines  commensurables.  Je  suppose, 
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de  plus,  son  premier  membre  débarrassé  de  ses  facteurs  multiples, 

d'après  les  règles  'I ;<  -  i  a   Ugèbre. 

Soii  f(x)  =  o,  Nous  allons  montrer  comment  cette  équation 
peut  encore  admettre  comme  racines  des  nombres  incommensu- 
rables. Pour  cela,  donnons  à  x  une  suite  de  valeurs  commensu- 
rables 

112;  »         ,'i        -;.  ...,  /. 

el  considérons  les  signes  des  expressions 

./'  *).    /  P  ■    /  v  •      ■•.   J   '  »■ 

On  démontre,  en  algèbre,  qu'il  \  a  un  nombre  maximum  de 
variations  de  signe  que  la  suite  (i3)  puisse  présenter,  quels  que 
soient  les  termes  extrêmes  x,  /..  et  quelque  rapprochés  quesoienl 
les  termes  intermédiaires  de  la  suite  (12).  On  obtient  ce  nombre 
maximum  de  variations  en  donnant  à  a  une  valeur  plus  petite  qu'un 
certain  nombre  \  (limite  inférieure  des  racines  1,  à  X  une  valeur 
plus  grande  qu'un  certain  nombre  L  (limite  supérieure  des  racines), 
et  en  choisissanl  les  termes  intermédiaires  successifs  (3,  y,  ... 
différant  entre  eux  de  moins  d 'un  certain  nombre  /(limite  supé- 
rieure «lu  module  de  la  différence  des  racines  deux  à  deux).  On 
apprend  d'ailleurs,  1  d   Mgèbre,  à  déterminer  \.  L,  /. 

Ceci  pose,  soient  v,  0,  par  exemple,  deux  termes  consécutifs  de 
l,i  suite!  1  '-  i,  tels  <pie  / '  y  et/  B)  -oient  de  signes  contraires,  tels 
de  plus  que  si  l'on  insérail  entre  y  et  S  un  nombre  quelconque  de 
1  en  11  e-  commensurables  el  que  l'on  substituât  dan-  f\  x),  la  suite 
<lo  résultats  obtenus  ne  présentai  jamais  qu'une  seule  variation, 
quel  que  fût  le  nombre  de  termes  introduits.  Dans  ces  con- 
ditions on  | ><ii i  partager  les  nombres  commensurables  en  deux 
i  lasses  : 

1"  Les  nombres  commensurables  non  supérieurs  à  y.  ou  ceux 
qui,  étant  compris  en  ire  y  et  8,  do  nue  ni  à  /'1  ./■  1  le  signe  de  f  y); 
20  Les  nombres  commensurables  non  inférieurs  à  0,  ou  ceux 
qui,  étant  compris  cuire  y  et  8,  donnent  à  J\  x)  le  signe  de  fi  8  . 
\iiciiii  nombre  commensurable  n'échappe  à  cette  classification, 
puisque,  par  hypothèse,  aucun  nombre  commensurable  n'annule 
/;.;i.  Donc  cette  classification  définit  un  nombr<  incommen- 
surable -■ 
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Ce  noml)rc  incommensurable  :  est  racine  de  l'équation 

/(a?)  =  o, 
c'est-à-dire  qu'on  a 

En  effet,  on  démontre  en  Algèbre  que,  si  x  tend  vers  ;,  la  va- 
leur du  polynôme  f( x)  tend  vers  /(£).  Or,  d'après  la  définition 
de  ;.  suivanl  que  x  tend  vers  :  par  valeurs  supérieures  ou  par  va- 
leurs  inférieures  à  ç,  f(oc}  tend  vers  ,/(?)  par  valeurs  d'un  certain 
signe  ou  par  valeurs  d'un  autre.  Cela  n'est  possible  que  si 

/(?)  =  <>. 

2-41.  Les  règles  données  en  Algèbre  pour  la  division  des  poly- 
DÔmes  en  x  s'appliquant  quelles  que  soient  les  valeurs  données 
au  symbole  x,  on  en  conclut  que.  si  l'équation  f{x)  =  o  admet  la 
racine  incommensurable  q,  /{  x)  est  divisible  par  x  —  H.  On  dé- 
duit de  la  qu'une  équation  algébrique  de  degré  m  a  au  plus  m  ra- 
cines: le  nombre  maximum  de  variations  de  signe  de  la  suite  (i3) 
dont  on  a  parlé  plus  haut  est  donc  au  plus  égal  à  m. 

Ce  nombre  maximum  peut  d'ailleurs  être  nul,  c'est-à-dire  qu'il 
peut  arriver  que  l'équation  f(x)  =  o  n'ait  pas  déracines. 

Les  nombres  incommensurables  ainsi  définis  comme  racines 
d'une  équation  algébrique  s'appellent  nombres  algébriques. 

"212.  Degré  d'un  nombre  algébrique.  —  Il  vient  naturelle- 
ment à  l'idée  de  classer  les  nombres  algébriques  d'après  le  dc°ré 
de  l'équation  à  coefficients  entiers  qui  les  définit;  mais  un  nombre 
algébrique  pouvant  être  racine  de  plusieurs  équations  algébriques 
à  coefficients  entiers,  nous  dirons  :  on  appelle  degré  d'un  nombre 
algébrique,  le  degré  de  l'équation  ou  des  équations  algébriques 
à  coefficients  entiers  de  />///.-  petit  degré  possible  dont  ce  nombre 
est  racine 

243.  Equations  et  polynômes  irréductibles.  —  On  dit  qu'un 
polynôme  a  coefficients  entiers  f(x)  est  irréductible  lorsqu'il 
u'esl  divisible  par  aucun  polynôme  à  coefficients  entiers  de  degré 
inférieur  à  lui,  pas  même  par  un  polynôme  de  degré  zéro.  Un 
polynôme  de  degré'  zéro  est  un  nombre.  Les  coefficients  d'un 
C 
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polynôme  irréductible  ne  sonl  donc  pas  tous  divisibles  par  un 
même  nombre,  autrernenl  dil  ils  sonl  premiers  dans  leur  ensemble. 

Le  polynôme  /  x)  étanl  irréductible,  l'équation  f(x)  =  o  esl 
dite  aussi  irréductible. 

Mais  comme  une  équation  n'esl  jamais  définie  qu  à  un  l.i<  teur 
numérique  près,  nous  dirons  encore  qu'une  équation  /"( x)  =  o 
est  irréductible,  lorsque  son  premier. nombre  devienl  irréductible 
après  suppression  d'un  facteur  numérique  commun  à  tous  ses 
coefficients. 

244.  Thêorèmi  .  —  L'équation  à  coefficients  entiers  de  degré 
le  plus  petit  possible  à  laquelle  satisfait  un  nombre  algébrique, 
est  irréductible. 

En  effet,  soit  y(.r)  =  o  colle  équation.  Si  elle  n'était  pas  irré- 
ductible, !<•  poNiinmc /Y./)  serait  divisible  par  un  polynôme  à  coef- 
ficients entiers  'f(x)  de  degré  inférieur  el  l'on  aurait 

On  peut  supposer  que  'f(x)  a  ses  coefficients  premiers  dans 
leur  ensemble;  alors,  '\{x)  a  ses  coefficients  entiers  (n°  238  I. 

Le  nombre  algébrique  en  question  serait  alors  racine  de  l'une 
des  équations  f(x)  =  o  ou  ty(x)-=o.  Donc  l'équation  f(x)  =  o 
ne  sérail  pas  l'équation  «le  degré  le  plus  petit  possible  à  coeffi- 
cients entiers  à  laquelle  pourrail  satisfaire  ce  nombre,  ce  <pii  esl 
contre  l'li\  pothèse. 

245.  Réciproquement  :  Si  un  nombre  algébrique  i  satisfait 
à  une  équation  irréductible  f(x)=  o,  le  nombre  1  ne  peut 
satisfaire  à  une  équation  à  coefficients  entiers  de  degré  infé- 
rieur à  celui  de  f(x).  En  effet,  si  le  nombre  ç  satisfaisail  à  une 
équation  «p  x)  o  de  degré  in  férieur  de  f\  x  l,  le  m  un  lue  ;  satis- 
ferai! aussi  à  l'équation  l>  x)  o,  D(#)  étant  le  plus  grand 
commun  dh  iseur  entre  /'•  x  |  el  &(x  i. 

Ce  plus  grand  commun  diviseur,  obtenu  par  des  divisions  suc- 
cessives, esl  à  coefficients  commensurables.  Il  esl  de  degré  au  plus 
égal  à  celui  de  'f  ' '•  donc  de  degré   inférieur  à  celui   de  f\ 
d'ailleurs  il  divise  f(x).  Donc  l'équation  f(x)  =  o  ne  serait  pas 
irréducl  ible. 
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246.  Théorème.  —  Quand  une  équation  à  coefficients  entiers 
V  \  .1  ■■.-«.>  admet  une  racine  £,  d'une  équation   irréductible 

f{x)  =  o,  (VA'  A'.s'  admet  toutes. 

En  effet,  le  nombre  ;  est  aussi  racine  de  l'équation  obtenue  en 
égalant  à  zéro  le  plus  grand  commun  diviseur  D(./-)  entre  Fj  v) 
el  f{x).  Mais,  comme  l'équation  f(x)  =  o  est  irréductible,  /(a?) 
ne  peut  avoir  d'autre  diviseur  que  lui-même.  Donc  l'équation 
i  )  ./•  i  =  o  est  identique  à  l'équation  /'(.r)  =  o. 

<  h  l'équation  F(.r)  =  o  admet  toutes  les  racines  de  l'équation 
0,  puisque  D(#)  est  un  diviseur  de  F(x)  :  le  théorème 
1  -1  donc  démontré. 

247.  En  particulier,  si  deux  équations  irréductibles  ont  une 
racine  commune,  elles  sont  identiques.  En  d'autres  termes,  un 
nombre  algébrique  déterminé  ne  satisfait  qu'à  une  seule  équation 
irréductible. 

De  ce  dernier  résultat  combiné  avec  les  théorèmes  des  nos  2ii 
el  245,  il  résulte  que  la  définition  du  n°  242  peut  être  modifiée 
de  la  façon  suivante  : 

On  appelle  degré  d'un  nombre  algébrique  le  degré  de 
l'équation  irréductible  à  laquelle  il  satisfait. 

Remarquons  qu'un   nombre    commensurablc   —   satisfaisant    à 

p 
une  équation  du  premier  degré  px  —  m  =  o,  les  nombres  com- 

mensurables  peuvent  se  définir  comme  étant  les  nombres  algé- 
briques du  premier  degré . 

2iS.  Le  fait  qu'un  nombre  algébrique  du  degré  m  déterminé 
correspond  à  une  équation  irréductible  de  degré  m  déterminée 
peut  être  considéré  du  point  de  vue  annoncé  au  n°  20L 

.La  connaissant  ••  d'un  nombre  algébrique  détermine  complè- 
tement les  m  [-i  coefficients  de  l'équation  irréductible  corres- 
pondante (supposés  premiers  dans  leur  ensemble).  La  réciproque 
n'est  pas  toujours  \  raie,  car  si  ces  m  +  i  coefficients  sont  connus, 
l'équation  est  déterminée,  mais  elle  peut  avoir  plusieurs  racines. 
Dans  ce  cas.  <>n  définira  le  nombre  algébrique  par  une  condition 
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supplémentaire,  comme,  par  exemple,  d'être  compris  entre  deux 
nombres  donnés. 

Quoi  qu'il  en  soit,  on  voit  qu'il  est  inutile,  pour  définir  les 
nombres  algébriques,  d'avoir  recours,  comme  pour  les  nombres 
incommensurables  en  général,  à  une  suite  infinie  de  nombres  en- 
tiers.  C'est  à  ce  point  de  vue  que  s'est  placé  Kxonecker;  mais  bien 
que  la  définition  du  nombre  algébrique  soit  ainsi  plus  simple, 
l'application  e>t  plus  pénible. 

^'i(J.  I  )n  remarquera  l'analogie  qui  existe  entre  les  polynômes 
irréductibles  et  les  nombres  premiers. 

On  peul  d'ailleurs  faire  une  théorie  des  polynômes  en  ./■  à  coef- 
ficients  entiers  complètement  analogue  à  celle  des  nombres  en- 
tiers. L'addition,  la  soustraction,  la  multiplication  de  tels  poly- 
nômes, donnent  toujours  naissance  à  des  polynômes  de  même 
nature.  Pour  la  division,  il  suffit  qu'un  polynôme  dividende  soit 
di\  isible  algébriquemenl  par  un  polynôme  diviseur,  pour  que,  en 
supposant  les  coefficients  du  diviseur  premiers  dans  leur  ensemble, 
il  existe  un  quotient  à  coefficients  en  tiers  (n°  238). 

La  lliéorie  du  plus  grand  commun  diviseur  subsiste  sans  modi- 
fication. Lespoh  nômes  irréductibles  sont  analogues  aux  nombres 
premiers  absolus.  Tout  polynôme  à  coefficients  entiers  est  décom- 
posable,  d'une  seule  façon,  en  un  produit  de  polynômes  irréduc- 
tibles ;  etc. 

t^io.   Maintenant,  il  faul  résoudre  le  problème  suivant  : 

f  n  nombre  algébrique  étant  défini  par  une  équation  algé- 
briqueà  coejftcie/tts  ailiers  J\.r  »  <>  et  par  une  eondition  sup- 
plémentaire [par  exemple,  /><//■  la  condition  d'être  compris 
entre  deux  nombres  a  et  />,  ne  comprenant  qu'une  racine  de 
l'équation  f(x)=  o].  trouver  le  degré  de  ce  nombre. 

Ce  problème  revient  immédiatement  au  suivant  : 

Décomposer  un  polynôme  f{x)  à  coefficients  entiers  en  fac- 
teurs irréductibles. 

On  sait  que  cette  décompositi t'est  possible  que  d  une  .-en le 
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manière  (n°  2i9).  On  peut  d'ailleurs  supposer  que  les  coefficients 
du  pol\  mime  f{x)  soient  premiers  dans  leur  ensemble. 

On  peut  aussi  supposer  que  le  polynôme  /(x)  n'ait  pas  de 
facteurs  multiples,  car  l'Algèbre  apprend  à  trouver  ces  facteurs. 

Pour  effectuer  la  décomposition  demandée,  cherchons  d'abord 
si  f{x)  a  des  diviseurs  du  premier  degré,  ces  diviseurs  étant  cer- 
tainement irréductibles.  Celte  recherche  revient  immédiatement  à 
celle  des  racines  commensurables,  dont  on  a  parlé  au  n°  239. 

Cette  recherche  effectuée,  on  divise  /(x)  par  le  produit  de  ses 
facteurs  irréductibles  du  premier  degré,  et  l'on  obtient  un  quo- 
tient f,(x)  qui  n'a  plus  que  des  facteurs  irréductibles  du  second 
degré  au  moins  [puisque  /(x)  n'a  pas  de  facteurs  du  premier 
degré,  multiples]. 

Soit 

ax2-\-  bx  —  c 

un  tel  facteur. 

a  est  diviseur  du  premier  coefficient  de  /,  (x),  c  est  diviseur  du 
dernier;  on  aura  donc  un  nombre  limité  de  systèmes  de  valeurs 
possibles  pour  a  et  c. 

D'ailleurs,  /,  (x)  étant  divisible  par  ax-  -j-  b x  +  c,  et  le  quo- 
tient ayant  ses  coefficients  entiers,  si  l'on  donne  à  x  une  valeur 
entière,  la  valeur  correspondante  de  f\{x)  sera  un  nombre  entier 
divisible  par  la  valeur  correspondante  de  ax- -\- bx -\- c.  Par 
exemple,  /,  (i)  est  divisible  par  a  -+-  b  -\-  c.  Il  en  résulte  qu'à 
chaque  système  de  valeurs  possibles  pour  a,  b,  c,  correspond  un 
certain  nombre  de  valeurs  possibles  pour  b.  11  reste  à  essayer  les 
polynômes  obtenus  et  à  voir  s'ils  sont  réellement  diviseurs  de 
/,  (x).  [Si,  parmi  les  polynômes  du  second  degré  obtenus,  il  y  en 
a  certains  que  l'on  aperçoit  ne  pas  cire  irréductibles,  il  est  inutile 
de  les  essayer  :  ils  ne  peuvent  être  diviseurs  de  /,  (x),  car  /,  (x) 
n'a  pas  de  facteur  irréductible  du  premier  degré.  | 

Les  polynômes  irréductibles  du  second  degré,  facteurs  de/, (x) 
étant  trouvés,  on  divise  f\  (x)  parle  produit  de  ces  facteurs;  on 
obtient  un  quotient  f2(x). 

On  cherche  les  facteurs  irréductibles  du  troisième  degré  de 
f2 (x)  par  une  méthode  analogue,  en  considérant  les  valeurs  -4- i 
et  — i  de  x  par  exemple,  et  ainsi  de  suite. 
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Exemple.  —  Soil  l<-  polynôme 
•     f(.r)  =  6ar"  —  29a:6  +  ï8a  ■ —  |oa?'  —  ~>- .1  ''  —  1  392  -  —  ■  ■  1  r-+-  36. 

<  )n  trouve  (oui  mi'  lac  leur-  tlu  premier  degré  2X  —  3  el  ■  '>./■  — 4> 
et  >i  l'on  divise  le  polynôme  proposé  par  le  produit 

(  ix  —  3)(3.r  —  4  >• 

mi  trouve  comme  quotient 

Soit  ax*-\-  bx  ■+•  c  un  diviseur  du  second  degré  de  ce  polv- 
nôme. 

a  est  diviseur  de  1 .  donc 

a  =±1. 
c  est  diviseur  de  3,  donc 

C=±IOU±j. 

Enfin  a  -f-  b  -+■  c  est  diviseur  deft(i),  c'est-à-dire  de  2,  donc 
a  +  i  +  c=±i  ou  ±2. 

On  trouve  les  polynômes  suivants  comme  facteurs  possibles  du 
second  degré  : 

±{.r-  —   x  -+-  1  1,  ±(.r2  —  3.r  -f-  1),  ±(.r2-!-i),  ±(x1  —  [a         [) 

±(:F2-t-   a? —  1),  rh(.r2 —    x  —  1),  ±(x- — ix —  1),  ±(x--i-  >.r —  2). 

±(a?2—  3a?  +  3),  (a?*— 5 a? -h  3),  ±(.r2—  2^  -+-  3),  ±{r*- -  6x  -+■  3), 

±(a?*-+-3a?  — 3),  ±(.r2+-   a?  —  3),  ±(a?!       ja?  —  3),  ±(x2— 3). 

11  suffit  évidemment  d'essayer  les  polynômes  précédés  du  signe  H- . 
On  restreint  le  nombre  des  essais  en  remarquant  que  ft( — i)ouG 
doit  être  divisible  par  a  -  b  -  -  c,  de  sorte  que  a  —  l>  <■  w-  | > < ■  1 1 1 
être  égal  qu'à  ±  1 ,  in  2,  ±  3,  ou  ±  G. 

D'ailleurs  tous  les  polynômes  satisfaisant  à  ces  conditions  so.nl 
irréductibles,  il  faut  donc  les  essayer  lous. 

On  voil  <|uc  la  méthode  entraîne  des  calculs  pénibles.  Dans  le 
cas  présent,  on  trouvera  que  x1 —  ix  -■  3  esl  seul  un  facteur  de 
fK  (.a;)  cl  que  le  quolienl  esl 

-  X:i  —  X  -+-  I  . 

Le  polj  11  ùme  /  .t  .1  1  étant  du  troisième  degré,  el  ne  pouvant  a\oir 


NOMBRES    ALGÉBRIQUES.  1  83 

de  diviseur  du  premier  ai  du  deuxième  degré,  esl   irréductible. 
En  définitive,  la  décomposition  de  f{x)  en  facteurs  irréducti- 
bles esl 

f(z)  =  (2X  —  3)(3iF  —  4)(a?2—  2a;-f-3)(a?3  —  oe-\-i) 

Les  méthodes  connues  en  Algèbre  permettent  de  voir  que 
l'équation  ./- — 2.r  +  3  =  o  n'a  pas  de  racine,  et  que  l'équation 
./•'  —  ,r  +  i  =  o  a  une  racine. 

Donc  l'équation  /'(\r)  =  o  a  deux  racines  commensurables,  et 
une  racine  qui  est  un  nombre  algébrique  du  troisième  degré. 

t* ">  1 .  Dé/initions.  —  Los  différents  nombres  algébriques,  racines 
d'une  même  équation  irréductible,  s'appellent  conjugués. 

Vombres  transcendants.  —  Les  nombres  incommensurables 
qui  ne  sont  pas  algébriques  sont  dits  transcendants. 

L'existence  de  tels  nombres  n'est  pas  évidente  a  priori,  elle 
sera  démontrée  plus  loin. 

252.  La  question  suivante  se  pose  maintenant  : 

/  a  nombre  incommensurable  riant  défini^  reconnaître  si  ce 
nombre  est  algébrique  on  transcendant .  Dans  le  cas  où  il  est 
algébrique,  trouver  son  demi-. 

Celle  question,  généralisation  de  celle  posée  au  n"  235,  est, 
comme  elle,  loin  d'être  résolue.  Elle  est  d'ailleurs  aussi  très  vaste. 

Nous  avons  rappelé  plus  haut  (n"  235)  comment  le  développe- 
ment en  décimales,  ou  celui  en  fractions  continues,  permet 
de  distinguer  les  nombres  commensurables,  ou  algébriques  du 
premier  degré,  de  tous  les  autres  nombres. 

253.  Le  développement  en  fraction  continue  porte  plus  loin  :  il 
permet  de  distinguer  les  nombres  algébriques  du  second  degré,  au 
moven  du  théorème  suivant  dû  à  Lagrange  : 

Tout  nombre  algébrique  du  second  degré  est  développable 
en  fraction  continue  périodique,  et,  réciproque  min  t.  toute 
fraction  continue  périodique  est  égale  à  un  nombre  algébrique 
du  second  degn 

l  ne  fraction  continue  périodique  est  une  fraction  continue  dont 
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le-  quotients  incom j »l«'i -  se  reproduisent  périodiquement  à  partir 
d'un  certain  rang. 

±'> \ .  \\ .mi  de  démontrer  le  théorème  de  Lagrange,  nous  ferons 
les  remarques  générales  suivantes  sur  le  développement  en  frac- 
tions continues  des  nombres  algébriques  de  degrés  quelconques. 

Soil  une  équation  algébrique  de  degré  //  n'ayant  pas  tic-  racine 
multiple 

f(x)    -  ... 

Soil  H  une  racine  de  cette  équation,  définie  par  le  fa  il  qu'elle  est 
séparée,  c'est-à-dire  qu'elle  est  comprise  entre  deux  nombres  y.  et  [3, 

et  qu'elle  est  la  seule  comprise  entre  y  et   'i. 

Pour  la  développer  en  fraction  continue  nous  suivrons  la 
méthode  du  o°  ±27. 

Soit  donc  r/|  la  partie  entière  de  ;,  nous  poserons  dans  l'équa- 
tion (i5) 

i 

X  —  «j  H ■  ■ 

■'I 

L'équation  qu'on  obtient  pour  xt, 
(16)  '        /i(j?i)  =  o 

est  également  algébrique  et  de  degré  n. 

A  la  racine  ç  de  l'équation  (i5)  correspond  une  racine  ç,  de 
l'équation  (iG)  plus  grande  «pic  i.  De  même,  toutes  les  racines  de 
l'équation  ( i (i  )  correspondant  à  des  racines  de  l'équation  (i5) 
avant  <7,  pour  partie  entière  sont  plus  grandes  que  i.  Certaines 
d'entre  elles  peuvent  avoir  même  partie  entière  que  ;,. 

M. us  les  racines  de  l'équation  (16)  qui  correspondent  à  des 
racines  de  l'équation  (i5)  n'ayant  pas  a{  comme  partie  entière, 
sont  plus  petites  <pie  i,  et,  par  suite,  n'ont  pas  même  partie 
entière  que  ç, . 

Maintenant  soit  a-,  cette  partie  entière  de  Ç|,  nous  poserons  dans 

l'équation  (  i  '> 

i 
x{  =  a,-\ 

L'équation  qu'on  obi  uni  pour  ./•_.. 
(i7)  Mxi)  =  o 

est  encore  algébrique  et  de  degré  m. 
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\  la  racine  c(  de  L'équation  (i(J)  et  à  toutes  celles  qui  ont  a2 
pour  partie  entière,  correspondent  des  racines  de  l'équation  (17) 
plus  grandes  que  1;  niais  aux  autres  racines  de  L'équation  (16) 
correspondent  des  racines  de  l'équation  (17)  plus  petites  que  1. 

En  continuant  ce  procédé,  comme  il  est  impossible  que  deux 
racines  de  l'équation  f{x)  =  o  aient  indéfiniment  Les  mêmes  quo- 
tients incomplets  (puisque,  si  cela  avait  lieu,  elles  seraient  égales, 
et  qu'on  a  supposé  l'équation  (io)  débarrassée  de  ses  racines 
égales)  on  sera  conduit  à  une  équation 

Jk(ock)  =  o 

ayant  une  seule  racine  £*  plus  grande  que  1.  Soit  a/i+l  la  partie 

entière  de  ;a-. 

Si  maintenant  on  pose 

1 

xk  =  Ctk+i  -i > 

Xfc-hl 

l'équation  en  X/,+{  aura  une  racine  positive  correspondant  à  £*  et 
toutes  les  autres  seront  négatives;  et  il  en  sera  de  même  dans 
toutes  les  équations  suivantes. 

255.  Nous  allons  maintenant  établir  une  relation  de  grandeur  qui 
existe  entre  les  coefficients  des  équations  successives  fk(xk)  =  o. 

Soient-^-,  ~  la  (k—  i)iùme  et  la  Aiùme  réduite  du  développe- 

ment  de  ç. 

Pour  avoir  le  (£+1)'"'"'  quotient  incomplet,  il  suffit,  dans 
L'équation  f(x)  =  o  qui  définit  x,  de  poser 

x  =  Pa-^  +  Pa-i  ^ 
Q*#*-+-  Qa-i  ' 

et  de  calculer  la  partie  entière  de  xk.  L'équation  en  Xk  est  donc 


J  VU 


^/,-r/c-h  l'/.-i 


ou,  en  rendant  homogène  la  fonction  /, 

f(P/cXk-h  I'a-i,  Q***  +  Qa-i)  =  o, 
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ou  en  dé\  eloppant 


(18) 


P    Q 
+  C**)-I(P*-i/Pâ-+-Qii  ../,.,) 


.     f\  I'     ,,Q     ,)=o. 
Considérons  les  coefficients  de  cette  équation,  le  premier  esl 

A0=/(P*,Q   i  =  (Qa) 


Posons 

Il  en  résulte 


1 
Q 


s*.. 


V  Q         /■:         Zk  • 

OU 

A0=(Qa)4e*/s  +  —  /{.  +  ■■•+  fi'  I 

L  1 .  2 :  1 .  -i . . .  n     ■    J 

|  puisque  /(Ç)  =  o]. 

Maintenant,  d'après  ce  qu'on  a  vu  au  n°  226, 


I  ■*  I  < 


Donc 


! <  _ 


i^<(Q^[lAI-r^TIl/^H--^(nl/^K...     1..).,..'//.Ql^l/^l] 

et  comme  Qa>  i  et  que  \f'\  |,  l/jjsl,  etc.,  sont  plus  petits  que  des 
nombres  fixes  |  indépendants  de  /.),  on  voil  que 

|A0|<«0(Q/ 

a0  étanl  un  nombre  positif  fixe. 

Le  second  coefficient  de  L'équation  (18)  est  (en  appelant  m  et  i[ 
les  dérivées  de  f(x)  par  rapport  à  x  et  à  une  variable  d'homo- 
généité y), 

a1=p*_1/p4+q.  ,/■„,  qi  «Q/ ,  ^  ;,<;; 

Si  Ton  développe  la  quantité  entre  crochets,  le  terme  indépen- 
dant des  s  se  réduit  à  _/*(!■),  c'est-à-dire  à  zéro.* 

Les  termes  du  premier  degré,  par-  rapport  aux  e,  sont 
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ils  sont  plus  petits  en  valeur  absolue  que  7^-A —  multiplié  par  un 
nombre  fixe. 

Quant  aux  lermes  de  degré  supérieur  par  rapport  aux  s,  par 
exemple  les  ternies  de  degré  p,  en  les  calculant,  on  voit  qu'ils 
sont  plus  petits  en  valeur  absolue  que  des  quantités  de  La  forme 

-^ —      v  n  multipliées  par  des  nombres  fixes;   a  fortiori,    sont 

elles  plus  petites  que  - ---  i       multiplié  par  un  nombre  fixe. 
Il  en  résulte  que 

ia,  <«iQr', 

a,  ('tant  un  nombre  ûxe; 

II  en  est  de  même  pour  tous  les  coefficients  de  l'équation  (18). 

Tous  ces  coefficients  sont,  en  valeur  absolue,  plus  petits 
que  Q"~2  multipliés  par  des  nombres  fixes,  indépendants  de  k. 

ï2o6.  De  cette  relation  de  grandeur  à  laquelle  doivent  satisfaire 
les  coefficients  des  équations  successives  fk(%k)  =  o,  nous  allons 
en  déduire  une  autre  relative  aux  quotients  incomplets  eux-mêmes. 

On  sait,  en  effet,  que  la  seule  racine  positive  de  l'équation 
f/c(xfc)  =  o  est  plus  petite  que 

N 

et  a  fortiori  que 

14- Y 

\  désignant  la  valeur  absolue  du  plus  grand  coefficient  négatif 
dans  l'équation.  Il  en  est  de  même,  a  fortiori,  du  quotient  in- 
complet ct/,+i,  d'où,  d'après  ce  que  l'on  a  dit  plus  haut, 

y.  étant  un  nombre  fixe. 

Ce  théorème  est  dû  à  Liou ville,  qui  l'a  démontré  d'une  autre 
façon  ('  ). 


(')  Sur  des  classes  très  étendues  de  quantités  dont  la  valeur  n'est  ni  alge 
brique,  ni  même  réductible  à  des  irrationnelles  algébriques  1  Journal  de  Liou 
ville,  1.  \\l  .  La  démonstration  de  Liouville  est  plus  simple  que  la  nôtre,  mais 
elle  ne  donne  pas  le  théorème  de  Lagrange  commi   1  is  particulier. 
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"257.  Comme  le  remarque  Liouville,  ce  théorème  prouve  l'exis- 
tence de  nomlnr>  incommensurables  transcendants,  existence  qui 
ii  esl  pas  é\  idente  a  priori. 

Il  e>i.  en  effet,  bien  évident  que  l'on  peul  choisir  une  -uite  de 

nombres  entiers  ati  a* "/,.  ...  tels  que,  quels  que  soient  les 

nombres  fixes  x  el  n.  l'inégalité  (19)  ne  soit  pas  vérifiée  pour 
toute  valeur  tic  /.  ;  il  suffit,  par  exemple,  de  prendre 


«*H-1 


>Qi 


la  valeur  de  ]a  fraction  continue  dont  1rs  quotients  incomplets 
sont  a 1 ,  a-2,  . . .,  dhi  ■  ■  •  est  nécessairement  un  nombre  incommensu- 
rable transcendant. 

s,  IV.  —  Nombres  algébriques  du  second  degré. 

258.  Dans  le  cas  où  n  =.  2,  Q£  "  se  réduit  à  r,  donc  les  iné- 
galités précédentes  montrent  que  les  coefficients  A0,  A(,  A2  sont 
inférieurs,  en  valeur  absolue,  à  des  nombres  lixes. 

Donc,  après  un  certain  nombre  d'opérations  on  retombe  sur 
une  équation  déjà  trouvée;  ces  équations  et,  par  suite,  les  quo- 
tients incomplets,  se  reproduisent  périodiquement  à  partir  d'un 
certain  d'entre  eux.  On  a  donc  le  théorème  de  Lagrange,  que  nm^ 
avons  déjà  énoncé  au  n"  253  : 

Les  nombres  algébriques  du  second  degré  se  développent  en 
I raction  continue  périodique. 

259.  \  n  I  importance  de  ce  théorème,  nous  allons  en  donner 
une  démonstration  directe.  Cette  démonstration  repose  sur  le 
lemme  sun  ant  : 

Lemme.  —  Soit  une  équation  du  second  degré  à  coefficients 
entiers 

a  1   --  bx  -+-  c  =  o. 

Si  i on  pose 

1 
1  - 1 1  x  =  m  -\ —  t 

y 
ni  étant  un  nombre  cm  ici-,  y  satisfait  à  une  équation  du  second 
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degré  à  coefficients  entiers 

a  y-  -+-  b'  y  ■+-  c'  =  o, 

telle  que 

//-  —  1  a'c'—  bl —  j  ac. 

En  e(Tel,  en  remplaçanl  se  par  sa  valeur  (21)  dans  l'équation  (20), 
on  trouve 


(„,.  !)•.,.  »(„  +  !) 


ou 

(a/?i2-H  6  m  -T-  c)^2-!-  (2  a  m  -h  b)y  +  a  =  o, 

équation  à  coefficients  entiers.  Or,  si  l'on  pose 


n m-  —  />/»  +  c  =  a', 

2a/H    -7-  &                   =  6', 

a                          =  c'; 

on  a 

b'*- 

—  4  a'c'  =  (  xam  -+-  b)2 —  \(  ain-  —  bm  ->r-  c)a  —  b1 

—  4#c. 

260.  Ce  lemme  démontré,  supposons  que  nous  ayons  à  déve- 
lopper en  fraction  continue,  une  racine  positive  d'une  équation 
du  second  degré.  On  sait  qu'en  suivant  la  méthode  indiquée 
au  n°  2oi,  on  est  amené,  après  avoir  trouvé  un  certain  nombre 
de  quotients  incomplets,  à  une  équation  qui  n'a  qu'une  racine 
positive.  Nous  raisonnerons  donc  sur  une  telle  équation,  c'est- 
à-dire  sur  une  équation 

a  .r-  +  h,r  -+-  c  =  O, 

dans  laquelle  a  et  c  sont  de  signes  contraires. 

Soit  ms    la   partie  entière  de  la  racine  positive,  nous  devons 

poser 

1 

•'1 

et  nous  obtenons  pour  xK  une  équation  du  second  degré 

(»3)  aix\-+-  ôi^i-H  Ci  =  o, 

avant  une  seule  racine  positive,  et,  par  conséquent,  dans  laquelle 
<i ,  et  C\  sont  de  signes  contraires. 

Soit  m2  la  partie  entière  de  La  racine  positive  de  cette  nouvelle 


igo  cil  VP.    \  <    -    IS'OMBRl  »    IN<  OMMENS1  RABL1  S. 

équation,  nous  posons 


i 

;-,  =  mi  ■+-   —  > 
X . 


et  nous  obtenons  pour  r,  une-  équation 

ayant  une  seule  racine  positive,  et,  par  conséquent,  dans  Laquelle 
a2  el  c2  sonl  de  signes  contraires. 

El  ainsi  de  suite;  les  quotients  complets  successifs  sont  déter- 
minés par  les  équations  ■     •     •  i  )  el  les  suivantes 

":;■'';  b3.T3-hC3 

il  ,  x\  —  /'■,  .'■,     -   -•■,  —  O, 


el  l'on  a 

(a5)  6! —  jac  =  b\  —  ^atCi  =  è|  —  {a2c2  =  . . . , 

el .  de  pi  us, 

ac    '  o,         ai  Ci  <  o,         a :  Ci      o,         .... 

Mais  le  nombre  des  équations  du  second  degré  \.'  --  lî.r +  C  =  o 
satisfaisant  à  ces  conditions  esl  limité.  En  effet,  si  Ton  appelle  A 
la  valeur  commune  des 'quantités  i     >  .  on  a 

avec 

\<:     o. 

On  en  déduit 

b«  :a, 

d'où 

|B|<v/Â. 

On  voit  que  si  l'on  appelle  X  le  plus  grand  entier  contenu  dans 
y/A,  le  nombre  lî  ne  peul  avoir  que  les  valeurs 

o,     ±  I,     ±2 X. 

D'ailleurs,  à  une  valeur  déterminée  de  H,  correspond  pour  \ 
el  C  un  système  de  valeurs  devanl  satisfaire  à  la  condition 


Le  nombre  de  ces  systèmes  de  valeurs  esl  égalemenl  limité, 
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Puisque  le  nombre  des  équations  satisfaisanl  aux  conditions 
indiquées  est  limité,  les  quotients  incomplets  qui  sont  les  racines 
positives  de  ces  équations,  sonl  aussi  en  nombre  limité.  Donc,  si 
l'on  effectue  la  réduction  «le  x  en  fraction  continue,  il  arrive  un 
moment  où  l'on  tombe  sur  un  quotient  incomplet  déterminé  par 
une  équation  identique  à  celle  qui  définissait  un  quotienl  incom- 
plet précédent.  Il  est  clair  qu'à  partir  de  ce  moment,  les  équations 
et,  par  suite,  les  quotients  incomplets  se  reproduisent  périodi- 
quemenl . 

Exemple.  —  Soit  l'équation 

6g  v  h  49  =  o. 

Celte  équation  a  une  racine  comprise  entre  4  et  5;  c'est  celle 
que  nous  voulons  développer.  On  a  les  équations  suivantes  : 

i 

X  =  4  H , 

[g  '  j  —  iSx\  —  i3  =  o, 

i 

Xi  =  2  H , 

X-2 

:-'i  —  41^2—19  =  °> 

I 

X->  =  b  -! > 

■''; 

1  !'■;]—  \3.r3—   7  =  o, 
1 

Xk 

iQxl —  '>~>r,    - 13  =  o. 
L'équation   en  xh  est  identique  à  l'équation  en  ,r, .  On  a  donc 
x      [~4,  2,  6,   !.  2,  6,   î.  . .  .1, 
la  période  étant 


26J  .   La  réciproque  du  théorème  précéd<  ni  est  vraie  : 

Toute  fraction  continue  périodique  est  égale  à  un  nombre 
algébrique  du  second  degré. 
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En  effet,  soient  ak  le  premier  quotient  incomplet  de  la  première 
période,  //  le  nombre  de  termes  de  la  période,  de  sorte  que 

h\ 
et  aussi 

37.-1  =  &/e-hh-l- 

Soil  ./■  la  valeur  de  la  fraction  continue  illimiti 

On  a 

_   PA_i.r/,_|-f-  Pa-2   __  Pa-h/i-i^-i-*-  P/.+//-2 

Qjfc_l  Xk-\  ■+"  Q/.-2  Q*M-/l-l  2"*- 1  ■+■  Q/.-H/I-2 

ou 

(  Q/,_,  .r  -  !'/._,  ).r/,_,      H-  QA_2a7      —  P/,_s      =  0, 

(Q/i.+A-ia-  —  Pu+h-i)xk-i  -+■  Qa+a-2*  —  Pa+a-î  =  ». 

Éliminant  #*_<  entre  ces  deux  équations,  on  trouve  une  équa- 
tion du  second  degré  x, 

[  (  Q/.-1  Q/.+A-2  —  Q/. -2  Q/    A    1  ) *2 
(26)  j      -  (Q/,_i  P/c+h-î—  Qa-s  Pa+a-i  +  P*-i  Q*+/t-,—  Pà-sQ;    a-i)* 

f  -t-  P/,-,  Pa+a-2—  P*-s  Pa+a-i  =  o. 

On  voit  facilement  que  cette  équation  a  une  racine  comprise 
lie     A~2  et  r/~'  •  En  cflet,  les  résultais  de  substitution  de 


('!) 


^>/.-2  (?        1  VA-2 

ri  '  —  à  x,  dans  le  premier  membre,  sont  égaux  respectivement  à 


l 
Qa- 

(—  I  )*  Qam-A-2    /  P/.-2  P*+A-2 


Q/  \Qa-2      Q/.-+-/J-2 

et    a 


Q    1         VQ/.-i       Q 

D'après  les  théorèmes  connus  sur  le  degré  et  1»'  sens  de  l'ap- 
proximation des  réduites  successives,  il  esl  \isil>le  que,  dans  lous 
les  cas,  ces  deux  quantités  sont  de  signe  contraire. 

C'est  cette  racine  qui  esl  égale  à  x. 

262.  Fractions  continues  périodiques  simples,  fractions 
continues  périodiques  mixtes. 

On  appelle  fraction  continue  périodique  simple  une  frac- 
tion dont  la  période  commence  au  premier  quotient  incomplet, 
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'  st-à-dire  une  fraction  de  la  forme 


.93 


\u  contraire,  on  appelle  fraction  continue  périodique  mixte, 
une  fraction  dont  la  période  ne  commence  pas  au  premier  quo- 
tient incomplet. 

263.  Posons-nous  la  question  suivante  :  Etant  donne  un 
nombre  du  second  degré,  reconnaître  si  ce  nombre  se  réduit  en 
fraction  continue  périodique  simple  ou  en  fraction  périodique 

mixte . 

D'abord  un  nombre  du  second  degré  négatif  donne  naissance  à 
une  fraction  continue  dont  le  premier  quotient  incomplet  est 
négatif,  donc  nécessairement  à  une  fraction  périodique  mixte. 

Ne  considérons  donc  plus  que  les  nombres  du  second  degré 
positifs. 

Nous  allons  d'abord  étudier  la  question  réciproque  de  la  ques- 
tion proposée,  à  savoir  :  suivant  que  la  fraction  continue  est 
simple  ou  mixte,  quelles  sont  les  propriétés  des  racines  de  l'équa- 
tion à  laquelle  satisfait  celte  fraction. 

20  i.  Théorème.  —  L'équation  du  second  degré  à  laquelle 
satisfait  la  valeur  d'une  fraction  continue  périodique  simple 

a  ses  deux  racines  ./,,  x2  de  signes  contraires.  De  plus,  ces 
racines  satisfait  aux  inégalités 


<>;) 


—  1  <  Xi  <  O  <  I  <  X, . 


En  effet,  ^<>ii  la  fraction 
(28)  I  <i.  b /,  a,  l> 


>"]' 


l'équation  a  laquelle  satisfait  la  valeur  de  celte  fraction  s'obtienl 
en  faisant  /.  =  1  dans  l'équation  (26),  ce  qui  donne  [en  se  rappe- 
lant (n°  90).  que  P0=i,  Q0=o,  P_,  =  o,  Q_<  =  i] 


Qa*'  ■+■  (  Qa-i  -  P/t)x  -  IV,  =  o, 


1  ; 
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Il  csi  évident  que  cette  équation  a  ses  deux  racines  de  signes  con- 
iraires. 

I  Vautre  pari,  la  racine  positive  de  cette  équation,  étant  égale  à  la 
fraction  continue  (28),  esl  plus  grande  que  a  et,  par  suite,  que  1 . 

Enfin,  si  non-  remplaçons  x  par  — 1  dans  le  premier  membre 
de  l'équation,  nous  trouvons 

Qa-  -Qa-i+Pa-.Pa-i, 

quantité  évide inl  positive;  donc  —  1  <^i  extérieur  aux  racines; 

(railleurs,  ne  pouvant  cire  plus  grand  que  la  plus  grande,  qui  esl 
positive,  il  esl  plus  petit  que  la  plus  petite. 
Les  inégalités  (27)  soni  donc  établies. 

26o.  Théorème.  —  L'équation  du  second  degré,  à  laquelle 
satisfait  la  valeur  d'une  fraction  périodique  mixte,  dont  la 
partie  irrégulière  ne  contient  qu'un  quotient  incomplet,  peut 
avoir  ses  deux  racines  x{,  x-2  positives,  ou  ses  deux  racines  de 
signes  contraires;  mais,  dans  ce  (Ici nier  cas,  la  racine  néga- 
tive est  plus  petite  (/ne  —  1 . 

Soit 

I  m,  a.  6,  .. .,  I,  a,  b /.  . . .  I 

la  fraction  considérée. 

La  valeur  de  cette  fraction  est  racine  d'une  équation  <pii  s'ob- 
tient en  faisant  k  =  2  clans  L'équation  (26).  On  trouve  ainsi,  en 
remarquant  d'ailleurs  (pie  I',  =  ///  et  Q,  =  1 , 

n /,./■-  —  (P/,—  mQh—  Qh+i)x  -h  mP,,—  V,,    1  =  o. 

Le  produit  des  racines  esl 

ni  P/,—  P/,^1 

Q 

<»u,  en  remplaçant  !'/,+,  par  lV/,-\-  ''//    i- 

(m  — />P/,— P/,  -1 

'.'■ 

Si  m  >  /,  comme  d'ailleurs  1'/,  >  IV._«<  ce   produit  esl  positif. 
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I  bailleurs  l'une  des  racines  est  égale  à  la  valeur  de  la  fraction  con- 
tinue <|uc  l'on  a  supposée  positive. 

I  >niic  si  ni  >  /  les  deux  racines  sont  positives. 

///  ne  peut  pas  être  égal  à  /,  parce  qu'alors  la  période  commen- 
cerail  au  premier  quotient  incomplet,  et  la  fraction  serait  pério- 
dique simple. 

Si  m<ili  le  produit  des  racines  est  négatif;  les  racines  sont 
donc  de  signes  contraires. 

Remplaçons  alors  x  par —  1  dansle  premier  membre  de  l'équa- 
tion ;  nous  trouvons 

( Q/,  +■  P/J (i  +  /«)-( Pa-m  -t-  QA-hi ) 

ou,   en   remplaçant  P/,+  ,   et  Qa+i    par  /PA  -)-  P/,_,  et  /Q/,-f-  Qa_i  , 

(Q/,  4-  Pa)(i  ■+-/»)  —  (  /Q/,-1-  Q/t-,  ■+-  lPh  +  PA_j) 

nu 

l  Qa  ■+■  Pa)  (h-  m  —  /)  -  (Qa-,  +  PA-,  )• 

Or  i  -j-  ni  —  /  étant  négatif  ou  nul,  ce  résultat  de  substitution 
est  négatif.  Donc  la  racine  négative  est  plus  petite  que  — i . 

266.  Théorème.  —  L  équation  du  second  degré,  à  laquelle 
satisfait  la  râleur  d'une  fraction  périodique  mixte,  dont  la 
partie  irrégulière  contient  deux  quotients  incomplets,  a  ses 
deux  racines  positives,  excepté  si  le  premier  quotient  incomplet 
est  nul  et  le  second  plus  petit  que  le  dernier  quotient  incomplet 
de  la  période.  Dans  ce  cas,  les  racines  sont  de  signes  con- 
traires, mais  la  racine  positive  est  plus  petite  que  i. 


la  fraction  proposée.  On  obtient  L'équation  à  laquelle  elle  satisfait 
en  faisant,  dans  l'équation  (26),  A  =  3;  on  trouve  ensuite,  par  un 
calcul  analogue  au  précédent,  pour  produit  des  racines 


h      l 


n  —  l  — 

Qa 


Pa-h    Pa-h 
Q  Qa-h 
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//  — l  n'esl  pas  nul.  car  sinon  la  période  commencerai!  un  rang 
plus  loi  qu'on  n'a  supposé.  Donc,  si  m  n'esl  pas  nul,  les  quan- 
tités — i  — —  >  -"''—  étanl  plus  petites  que  1 ,  on  voil  que  les  deux 

termes  de  la  fraction  soni  du  signe  de  //  -  /:  donc  cette  fraction 
est  positive,  et  les  deux  racines  sont  de  même  signe.  D'ailleurs 
l'une  d'elles  I  la  valeur  de  la  fraction  continue)  est  positive.  Donc 
elles  le  ><>ni  toutes  les  deux. 

Si  ///  =  o,  la  fraction  se  réduit  à 

I  0,  /',  ci,  b,  .  .  . .  I ',  h .  Ii /.  .  .  .  I . 


Elle  est  égale  à  l'inverse  de  la  fraction 


a .  h  , . 


l,a,  ._..,/, 


.1 


Donc  l'équation  dont  dépend  la  première  fraction  a  comme  ra- 
cines les  inverses  de  celle  dont  dépend  la  seconde  fraction.  Or  on 
sait  que,  ou  bien  la  seconde  équation  a  ses  deux  racines  positives 
(si  //>>/),  il  en  est  alors  de  même  de  la  première;  ou  bien  la 
seconde  équation  a  une  racine  positive  plus  grande  que  1,  et  une 
racine  négative  (si  /*-</);  alors  la  première  a  une  racine  positive 
plus  petite  que  1  et  une  racine  négative. 


"267.  Théorème.  —  L'équation  du  second  degré,  à  laquelle 
satisfait  la  valeur  d'une  fraction  périodique  mixte,  dont  la 
partie  irrégulière  contient  plus  de  deux  quotients  incomplets, 

a  ses  deux  racines  positives. 


En  effet,  soit 


1  m .  u . 


.../'.  h.  Ii I ,  a .  b ,  .  .  . ,  l ,  . 


celte  fraction,  la  partie  irrégulière  contient  h  —  1  termes. 

L'équation  à  laquelle  satisfait  cette  fraction  est  l'équation  (26). 
Le  produit  des  racines  esl 

P*-|P*+ft-»-P<-8P*+A-l 

Qa-i  Qa+a-î  —  Qa-j  Qa+a-i  ' 
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qu'on  transforme  facilement  en 

(  j>Pfr-i-f-  P/i-i)P^h-t—  Pa-î(^Pa+a-2+  P<-k/«-«) 

(/>  Qa-j  +  Q/.-3  )  Q/.+A-2  -  Q*+J  (  lQ.k+h-2  +  Qam-A-3  ) 


ou 


-/  + 


Pfr-s  P/.M-A-2     Pa-2  Pah-A-2 

Q*- 3  QA-f-A-3    Qa-2  QâH-A-2 


^  '    Q^,        Qa+a-2 

,  •  1.    P*- 3       Pk+h—3      Qa-3      Q*+A-3    __„»    Joc 

o  —  /  est  un  entier  non  nul     tt — ,  5 —  —  >  ~ — >  ~ sont  des 

'"  1  A- 2      "k+h-i      Qk-t     ^A-f-/,-2 

tractions  plus  petites  que  1;  donc  ce  produit  est  positif.  Donc  les 
deux  racines  sont  de  même  signe  et,  par  suite,  positives. 

268.  Conclusion.  —  Des  théorèmes  précédents  on  conclut  que 
les  racines  de  l'équation  du  second  degré  à  laquelle  satisfait  une 
fraction  périodique  simple  satisfont  aux  inégalités  (27),  mais 
que  les  racines  de  l'équation  du  second  degré  à  laquelle  satisfait 
une  fraction  non  périodique  simple  n'y  satisfont  jamais.  Donc  : 

La  condition  nécessaire  et  suffisante  pour  qu'un  nombre 
algébrique  du  second  degré  soit  convertible  en  une  frac- 
tion continue  périodique  simple  est  que  ce  nombre  soit  plus 
grand  que  1  et  que  son  conjugué  soit  compris  entre  o  et  —  1 . 

Soit 

a.r'-  ■+■  2  bx  •+■  c  =  o 

l'équation  dont  ce  nombre  est  racine. 
Les  conditions  précédentes  donnent 

(a  —  v&6-t-c)c<o, 
(a  +  2ê+c)a<o. 

269.  Condition  pour  que  deux  nombres  algébriques  du  se- 
cond degré  '•>■  tû' donnent  naissance  à  deux  fractions  conti- 
nues dont   les  /"/iodes  soient  formées  des  mêmes  termes,  5 
succédant  dans  le   même  ordre,  les  périodes  ne  différant  que 
par  le  terme  initial. 

\ulrement   dit,  les  deux  périodes  se  déduisent  lune  de  l'autre 
par  permutation  circulaire  des  élément-. 
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Si  les  deui  périodes  étaient  écrites  sur  une  circonférence,  de 
façon  <[uc  le  dernier  terme  revînt  se  placer  à  côté  du  premier, 
elles  seraient  identiques. 

Il  est  bien  è\  idenl  que  cela  re\  ienl  à  dire  que  les  deux  fractions 
continues  sonl  identiques  à  partir  d'un  certain  quotient  incom- 
plet el  réciproquement. 

Donc  la  condition  cherchée  est  (n°  ^2X\  i  qu'il  existe  entre  les 
<leu\  nombres  <■>.  <■>'  une  relation  de  la  forme 


,  o  étant  quatre  nombres  cnliers   satisfaisant    à  l'une  des 
conditions 

Nous  terminerons  ces  considérations  sur  les  fractions  continues 
périodiques  par  le  théorème  suivant  qui  nous  sera  utile  plus  tard  : 

270.  Théouèmk.  —  Soit 

\  a .  Ii I,  a,  b.  ...,/,...]  =  x 

une  fraction  périodique  simple  dont  la  période  contient 
li  éléments.  Si  h  es/  impair,  il  existe  quatre  nombres  entiers 
/..  ■;..  v,  }  satisfaisant  à  l'égalité 


(*9) 

et  tels  que 

(3o) 


|1V  =  — 


>../■ 


Réciproquement,  si  la  valeur  a:  d'une  fraction  périodique 
simple  satisfait  "  anr  égalité  de  la  forme  (3o),  X,  U,  v,  p  étant 
des  nombres  entiers  satisfaisant  à  l'égalité  (29),  le  nombre 
des  termes  de  la  période  de  ./•  est  impair. 

En  effet,  si  l'on  désigne  par  et  ^-  la  dernière  el  l'avant-der- 
nière  réduites  de  la  fraction  continue  Limitée 

I",  b /], 
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on  a,  d'une  part, 

X#  -4-  u 
a?  =  ■ 

'■'•  -+-  p 

et,  d'autre  pari . 

Xp—  (xv  =  (— 1)*=  — r. 

Réciproquement,  si  l'on  a 

À  a?  -+-  a 

.r  =  - 

/  X    -T-    p 

el 

A  p  —  fJW  =  —  I  , 

k  est  impair. 

En  effet,  L'égalité  x=- est  un  cas  particulier  de  l'éga- 

lité  (G)  du  q°  233,  co'  et  to  étant  égaux  à  #. 
Soit  donc 

7  =[«.P «L 

ce  développement  étant  écrit  de  façon  qu'il  ait  un  nombre  impair 
>.p  -f-  i   d'éléments  (0  étant  remplacé  au  besoin  par  0  —  i  H —  )> 
on  en  déduit,  comme  au  n°  233, 
ti)     .r  =  [a,3,...,0,/-t-;r]  =  [a,  £,...,  8,  t -h  a,b,c,  ...,  La,  ...,  /,.  .  .1. 

Si  cette  fraction  est  irrégulière,  transformons-la  en  fraction 
continue  régulière.  On  pourra  dans  la  fraction  (3i)  trouver  une 
période  (a,  b,  .  .  .,  /)  assez  éloignée,  la  (/.•  -f-  i)iène  par  exemple, 
telle  que  celte  période  et  les  suivantes  ne  soient  pas  changées. 

Quant  aux  ip  -+-  i  +  kh  éléments  précédents,  ils  sont  remplacés 
par  des  éléments  dont  le  nombre  est  de  même  parité  que 

'/-    -n-  kh. 

Le  nombre  de  ces  éléments  peut  donc  être  représenté  par 

nq  ■+■ 1  ■+■  kh. 
On  obtienl  ainsi 

a?=/a'P'...î;'a,  b /.  a,  b /,  ...\; 

le  nombre  des  éléments  a'  V.  .  .'Ç  étanl 

"/      i      kh. 
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Mais  ce  développement  de  ar,  et  ml  régulier,  doit  être  identique 
au  développement 

i  a,  I'.  <■ /,'/./>.<■,  ...,/.  ... 

Donc  les  •  ij  -)-  i  -h  /  Ii  premiers  éléments  constituent  un  cer- 
tain nombre  de  périodes. 

Donc  >.(/-\-\  —  kh  est  un  multiple  «le  //.  Donc  il  en  c-i  de 
même  de  irj  -+-  i .  M  ai  <  ■>.  q  -+- i  est  impair.  1  )onc  //.  qui  est  un  di- 
viseur  àr  iq  —  i,  est  lui-même  impair  ('). 


(')  La  recherche  des  caractères  qui  distinguée!  les  nombres  commensurabies 
des  incommensurables,  les  nombres  algébriques  des  différents  degrés  entre  eux, 
et  enfin   les  nombres  algébriques  des  nombres  transcendants,  est  très  peu   avan 

Il  n'\  a  guère  à  citer  comme  résultai  positif,  à  pari  ceux  énoncés  dans  ce  Cha 
pitre,  tj u ■  •  le  théorème  suivanl  :  les  nombres  e  et  -  sont  transcendants. 

Les  premières  recherches  relatives  à  ce  sujet  sont  ducs  à  Lambert  {Mémoires 
de  l'Académie  de  Merlin,   i  — ' i i ,  p.  a65). 

La  transcendance  de  e  a  été  démontrée  puni  la  première  fois  par  M.  Hennit. 
(  Sur  la  fonction  exponentielle,  Pari-:   i^-'(  ). 

Celle  de  -  .1  été  démontrée  pour  la  première  fois  par  M.  Lindemann  {Aiathe- 
matische  Annalen,  Bd.  20,  p.    n3). 

En  ces  derniers  temps,  M..  Klein  a  donné  de  ces  deux  transcendances  la  dé- 
monstration la  plus  -impie  qui  existe  (voir  Leçons  sur  certaines  questions  de 
Géométrie  élémentaire.  Rédaction  française  par  J.  Grif.ss:  Paris,  Nonj  | 

Jacohi  a  essayé  de  généraliser  le  théorème  de  Lagrange,  pour  les  nombres 
algébriques  «lu  troisième  ilegré,  par  un  algorithme,  généralisation  des  fractions 
continues.  La  question  a  été  reprise  par  MM.  Hermite  el  Charve,  mais  n'a  pas 
été  résolue  complètement.  (Voir  Vorlesungen  ùber  die Natur  der  Irrational- 
zahlen.  par  Bachmann,  p.  ta5  el  sui\.  Leipzig,  Teubner.) 
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CHAPITRE  VI. 

LES    FORMES    QUADRATIQUES    BINAIRES. 


§  I.  —  Formes  quadratiques  binaires.  Formes  contenues 
l'une  dans  l'autre. 

271.  On  appelle  forme  nu  polvnùme  entier  homogène.  Les 
formes  se  classent,  d'après  le  nombre  de  leurs  variables,  en  formes 
à  une  variable  deux  variables  on  binaires,  trois  variables  ou 
ternaires,  etc.;  et,  d'après  leur  degré  par  rapport  à  ces  variables, 
en  formes  linéaires,  quadratiques,  cubiques,  etc. 

Les  formes  dont  nous  nous  occuperons  ici  sont  à  coefficients 
entiers,  et  les  variables  y  sont  supposées  recevoir  des  valeurs  en- 
tières. Aux  nos  113  et  114  nous  avons  parlé  des  formes  linéaires. 
Actuellement  nous  nous  occuperons  des  formes  quadratiques 
binaires. 

272.  Dans  une  telle  forme,  il  y  a  trois  termes,  un  terme  en  x-, 
un  terme  en  xy  et  un  terme  en  y-  (x,  y  étant  les  variables).  On 
peut  supposer  que  le  coefficient  du  terme  en  xy  soit  pair;  car  s  il 
n'en  était  pas  ainsi,  on  multiplierait  la  forme  par  2,  et  l'on  étu- 
dierait la  forme  obtenue. 

Soit  donc 

a  x-  -h  ib  xy  -+-  cy- 

uoe  forme  quadratique  binaire. 

Nous  désignerons  souvent  cette  forme  par  la  notation  plus 
simple  (a,  b,  c). 

Si  b-  —  ac  est  un  carré  parfait,  la  forme  quadratique  se 
décompose  en  un  produit  de  deux  formes  linéaires  à  coefficients 
entiers,  divisé  par  a, 

oi2+  ibxy  -+-  cy-  =  —  (a  x  -f-  by  -+-  \J  b1  —  acy)(o  x  -r-  l>y  —  \J  b1  —  ac  y)- 
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Nous  supposerons  donc  à  l'avenir  que  l>-  —  '/'■  n'est  pas  un 
cairc  parfait. 

Cette  expression  changée  <!<•  signe,  soil  ac  —  b2^  se  nomme  le 
discriminant  de  la  loi  nie  cl   nous  le  désignerons  par  D. 

^7i>.  Le  problème  qui  qous  occupera  principalement  es!  de 
savoir  quels  sont  les  nombres  qui  sont  représentables  j>ur  une 
forme  quadratique  binaire. 

D'après  les  définitions  données  au  n°  113  nous  dirons  qu'un 
nombre  n  est  représenlable  par  la  forme  a  x-  -y-  ■>  bxy  4-  cy- 
lorsqu'il  existe  des  valeurs  de  x  et  y  telles  que 

<i  x'l-\-  ibxy  -+-  cy-  —  n . 

2,1 't .  Représentation  propre  et  impropre.  Mais  nous  ferons 
immédiatement  nue  distinction.  Nous  dirons  que  la  représentation 
du  nombre  n  par  la  forme  est  une  représentation  propre,  lorsque 
x  et  y  sont  premiers  entre  eux. 

La  représentation  est  impropre  dans  le  cas  contraire. 

Supposons  qu'un  nombre  n  soit  improprement  représenté  par 
une  forme  ax2-\-  2  b xy  -f-  cy* ,  soit  0  le  plus  grand  commun  divi- 
seur de  ./•  el  y\  soit 

x  =  8a?', 

y  =  *y, 

./■'  <i  >  '  sonl  premiers  entre  eux,  et  Ton  a 

"  .c  1-\-  xbx  y  -+-  cy  z  —    Si< 


rj- 


ce  qui  montre  :  1"  que  //  est  divisible  par  o-  ;  20  que  ..,  est  pro- 
prement représenté  par  la  forme  (a,  b,  c). 

Il  suit  de  là  que  pour  trouver  les  formes  qui  peuvent  représenter 
improprement  un  nombre  donné,  il  suffit  de  diviser  ce  nombre 
par  les  diviseurs  carrés  qu'il  peut  avoir,  et  de  chercher  les  repré- 
sentations propres  des  quotients. 

Inversement,  pour  trouver  les  nombres  qu'une  forme  donnée 
peut  représenter  improprement,  il  suffit  de  trouver  ceux  qu  elle 
peut  représenter  proprement,  cl  de  les  multiplier  par  des  carrés 
quelconques. 
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\  partir  de  maintenant  nous  ne  nous  occuperons  donc  plus  que 
tic  la  représentation  propre,  et  il  nous  arrivera  de  sous-entendre 
le  mol  propre  sans  qu'il  en  résulte  d'ambiguïté. 

ï27o.    Formes  primitives  ou  non.  —  On  dit  que  la  forme 

</'■'  ■+■  ibxy  -h  cy- 

est  primitive  lorsque  les  trois  coefficients  a,  b,  c  n'ont  pas  de 
<li\  iseur  commun. 

Si   la  forme  n'est  pas  primitive,  soit  o  le  plus  grand  commun 
diviseur  de  a,  b,  e,  la  forme  peut  s'écrire 

8 ( a' x2  —  ■>  !>'  xy  -+-  c'y*), 

a './•-  +  ■>  h './;i •  —  c'y-  étant  une  forme  primitive.  On  voit  donc 
que  l'étude  des  formes  non  primitives,  et  de  la  représentation  des 
nombres  par  ces  formes,  se  ramène  à  celle  des  formes  primitives; 
mais  nous  ne  supposerons  pas  d'ailleurs  dans  ce  qui  va  suivre 
(à  moins  que  nous  ne  le  disions  expressément)  que  les  formes 
soient  primitives. 

276.   Substitutions  linéaires.  —  Effectuer  dans  la  forme 
ax2-i-  ibxy  ■+■  cy2  =  ( a,  b,  c) 

une  substitution  linéaire  (        s  J,  c'est  remplacer  dans  cette  forme 

/■  par  xx'-+-  $y', 
y  par  yx'-h  8/ 

(nous  supposons,  bien  entendu,  les  nombres  a,  [3,  y,  o  entiers.) 
On  obtient  évidemment  ainsi  une  nouvelle  forme  quadratique 

a'  x'2        ib'x' y' -t-  c  y'2  =  ( «',  b',  c'), 

en  posant 

a'  =  <v  x2  -f-  2  b  ay  -+-  cy2, 

//  -    <i  y/1  +  l>{  20  -+-  ^y)  +  c"/'- 

c'  —  a  (3*      2b  ^8  H   cX 

On  dit  que  la  forme  (//,  b' ,  e)  est  la  transformée  de  la  forme 

/ 1     3  \ 
(a,  b,  c)  par  la  substitution  (       ^    •  y.,  [$,  --.  8  s'appellent  respec- 
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tivemenl  [epremier,  le  second,  etc.  coefficient  de  la  substitution. 
Comme  nous  ne  nous  occuperons  que  <!<•  substitutions  linéaires, 
il  nous  arrivera  de  supprimer  le  mol  linéaire,  sans  qu'il  en  résulte 
d'ambiguïté. 

277.   Déterminant  d' une  substitution.  Relation  entre  ce  dé- 
terminant et  les  discriminants  <l<-s  deux  formes.  —  On  appelle 

déterminant  de  In  substitution  le  déterminant 

PI  *      ■    o 


Posons-le  égal  à  A.  Nous  supposerons  toujours  A^o. 

278.   Soit  D  le  discriminant  de  la  forme  ax2-\-  ibxy  -\-cy*\ 

\)'  celui  de  la  forme  a'x'2->r  ïb'x'y'-h  c'y-. On  a  la  relation  fon- 
damentale 

D'=  DA*. 


Pour  la  démontrer  il  n'y  a  qu'à  remplacer  D,  D',  A  par  leurs 
valeurs,  et  vérifier  l'identité  obtenue. 

Cette  relation  montre  immédiatement  que  si  la  première  forme 
(a,  b,  c)  se  décompose  en  un  produit  de  formes  linéaires,  c'est- 
à-dire  si  — D  est  carré  parfait,  — D'  est  également  carré  parfait, 
et,  par  suite,  la  seconde  forme  se  décompose  aussi. 

/a     3 
Cette  relation  montre  aussi  pourquoi  dans  la  substitution 


nous  supposons  toujours  A  y^  o.  C'est  parce  que,  si  l'on  supposait 
A  =  o,  on  aurait  aussi  D'=  o  :  la  seconde  forme  serait  donc  carré 
parfait . 


270.   Formes  contenues  l'une  dans  l'autre.  —  Nous  avons 

<lii  plus  haut  que  le  point  le  plus  important  de  la  théorie  des 
formes  est  de  savoir  quels  sont  les  nombres  qu'une  forme  peut 
représenter. 

Or  considérons  une  forme  (a,  b,  c)  et  sa  transformée  (<V,  !>'■  c') 
par  la  substitution 

y.     p' 

Y 
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Les  variables  jc,  y,  x',  y'  étant  liées  par  les  relations 

x  =  xx'-+-  $y, 
y  =  y  x'  +87'; 

il  est  liicn  évident  qu'à  tout  système  de  valeurs  entières  de  x' y' 
correspond  un  système  de  valeurs  entières  de  x,y. 

Donc,  tout  nombre  représentable  par  la  seconde  forme  l'est 
aussi  par  la  première.  On  dit  que  la  seconde  forme  est  contenue 
dans  la  première. 

§11.  —  Notions  sur  les  substitutions  linéaires  à  coefficients 
entiers.  Substitutions  modulaires.  Groupes  de  substitutions.  Con- 
gruences  de  substitutions. 

280.   Supposons  que  sur  une  forme 

(a.  h.  c) 

on  effectue  la  substitution  linéaire  (  ):  on  obtient  une  nou- 

\Y     V 
velle  forme 

(«',  b',  c'). 

Supposons  que  sur  celle  forme  («',  b',  c'),  on  effectue  la  nouvelle 

substitution  (         v  K  on  obtient  une  nouvelle  forme 

\Y      8  / 

(a",  b".  c"). 

Or  on  peut  passer  de  la  forme  (a,  b,  c)  à  la  forme 

(a",  b".  c") 

par  une  seule  substitution  linéaire.  En  effet,  les  relations 

x  =  scr'-i-  $y\        x'  =  %' x" -+-  $'y", 

y  =  y  x'  ■+-  8/ ,      y  =  y'  x"  4-  o  y 

donnent 

r  =  (aa'-H  p-;').r"-t-(ap'-t-  $o')y\ 

y  =  (y*'-+-  ?ji  >•'•"  ■+■  <  yP'+  88')y. 

Autrement  dit,  eirccluer  sur  une   forme  la   substitution  (      . ,  ). 

\Y     8/ 

puis,  sur  la  transformée,  la  substitution   (         *M  revient  à  efifec- 

\Y      °7 


I  1IAI'.     \  I. 


I  i  -    !  0RM1  -    Ql  IDRATIQ1  B8    BIfl  LIRES. 


•/i'-r   pS' 

Yp'-+-  88' 


tuer  sur  la  première  forme  la   substitution 

Ou  <lit  que  cette  dernière  substitution  est  le  produit  des  deux 
premières. 

On  conçoit  facilement  qu'au  lieu  de  deux  substitutions  Micces- 
sives,  on  puisse  en  faire  un  nombre  quelconque,  et  l'on  voitque 
celle  Mille  (le  substitutions  (nui  toujours  -<•  remplacer  par  une 
seule,  que  l'un  appelle  produit  des  précédentes. 

2<SI.  Théorème.  —  Quand  une  substitution  linéaire  est  égalt 

au  produit  de  plusieurs  mitres,  le  déterminant  'le  cette  substi- 
tut imi  est  égal  au  produit  des  déterminants  des  autres. 

Il  suffit  évidemment  de  vérifier  ce  théorème  pour  deux  substi- 
tutions.   Or   le   produit  des   deux  substitutions   (        ',  )?    (         ^   ) 

\Y     V      \Y     fj7 
étant  égal  à 

/aa'-hpY'     ap'H-pS' 
\  Y«  +  c>'[        Yr 

le  théorème  en  question  n'est  autre  ebose  que  l'énoncé  de  l'iden- 
tité bien  connue 


aa'-t-  3y'     2  3 

Ya'  ~~  8Y*     ",'/  ~T~  r'r' 


282.  Remarque.  —  L'expression  employée,  produit  de  sub- 
stitutions, ne  doit  pas  abuser  sur  l'analogie  qui  existe  entre  ces 
produits  et  les  produits  de  nombres.  Par  exemple,  le  produit  de 
substitutions  dépend,  eu  général,  de  V ordre  de  ces  substi- 
tutions.  En  effet,  le  produit  de  la  substitution 


a    PI     1  *'    P' 

Jx     ,    '.. 

= 

Y     S            Y      8 

p 


est 


ax'+  Py'   «p1- 

Y«'-»-8y'    Y0 


PS' 

00' 


tandis  que  le  produit  d( 


(      -       -  Par  »  )        eSt       l        .  -       a    <         —      ; 

\Y    8  Y    r-/  \av    ■  y°    Py  -  -8o 

(  es  deux  produits  ne  sont  j>as  identiques  en  général. 
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283.  Puissance  d'une  substitution .  En  particulier,  on 
appelle  puissance  mième  ci 'une  substitution,  le  produit  de  m  >\i\>- 
stitutions  identiques  à  celle-là. 

Par  exemple 


/  ««-4- pY       P(a  +  8)\ 

\Y(«  +  8)      Py  +  82 


/V  déterminant  de   la  puissance  m'"""'  d'une  substitution  est 
égal  ii  l<i  puissance  mième  du  déterminant  de  cette  substitution . 


t28  i.   Substitutions  inverses.  —  Si  l'on  passe  des  variables  x,y 
aux  variables  x\  y'  par  les  relations 

x  =  ocr'-t-  pj''. 
J  =  -,'.*•' -Ho/, 

inversement,  on  passe  des  variables  x\  y'  aux  variables  .y ■.  y  par 
les  relations 


y 


A 

y./'  —  et  y 


La  subslilution 


la  Mibsiiluti 


s'appelle  substitution  inverse  de 


285.     I  béorème.   —  Ae  produit  des  déterminants  de  deux 

substitutions  inverses  est  égal  à   î . 


C'est-à-dire  que 


*    P 

-.-    8 


G'esl  une  identité  extrêmement  facile  à  vérifier,  étant  donné  que 
A  =  aS—  By. 
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286.  Substitutions  de  déterminant  égal  à  fci.  Substitution* 
modulaires.  —  Tout  ce  que  nous  venons  de  dire  jusqu'à  main- 
tenant s'applique  quels  «j u**  soient  les  nombres  y.,  t.  ■■.  S;  mais 
il  est  bien  clair  que.  dan-  la  théorie  des  nombres,  on  ne  consid<  re 
que  des  substitutions  à  coefficients  enti<  i  -. 

On  n'aura  donc  à  considérer  la  substitution  inverse  I 


à 


de  la  substitution  (        ^\  qu'à  condition  que  -,  ''  -  £,  -  soient  des 

aombres  entiers.  Il  résulte  de  Là  que  dc8  et  V;  doivent  être  divi- 
sibles par  A-.  Donc  ao  —  (3y,  c'est-à-dire  A,  doit  lui-même  être 
divisible  par  A-',  ce  qui  exige  que  l  =  ±i  (le  cas  de  A  =  o  étant 
écarté). 

\insi  nous  n'aurons  à  considérer  que  des  substitutions  de  déter- 
minant égal  à  ±  i . 

Parmi  ces  substitutions  nous  aurons  principalement  à  consi- 
dérer les  substitutions  de  déterminant  égal  à  4-  1 .  Nous  les  appel- 
lerons substitutions  modulaires. 

287.  Puissances  négatives  d'une  substitution.  —  Par  défi- 
nition, la  puissance  —  1  d'une  substitution,  c'est  la  substitution 
inverse. 

Quant  à  la  puissance  ( —  »?''""')  d'une  substitution,  c'eslla  puis- 
sance mième  de  la  substitution  inverse. 

Le  théorème  du  n°  283  s'applique  aux  puissances  négatives. 

288.  Notations  abrégées  pour  les  substitutions.  —  Il  nous 
arrivera  souvent  de  désigner  une  substitution  par  une  seule  lettre 
et  de  dire,  par  exemple  la  substitution  A,  la  substitution  15.  etc. 

Le  produit  de  plusieurs  substitutions  A,  B,  C  se  désigne 
par  ABC,  bi  substitution  à  gauche  riant  celle  que  l'on  effectue 
la  première,  et  ainsi  de  suite  dans  l'ordre.  Le  produit  de  plu- 
sieurs substitutions  dépendant  de  l'ordre  de  ces  substitutions,  on 
n'a  pas  en  général 

\i;C  =  CAB. 

La  puissance  wième  d'une  substitution  \  se  désigne  par  A'". 


NOTIONS    SI  I!    LES    SUBSTITUTIONS    LINÉAIRES    A    COEFFICIENTS    ENTIERS.      200, 

(  lette  notation  s'applique  encore  lorsque  ni  est  négatif. 

En  particulier,  la  substitution  inverse  de  la  substitution  A  se 
désigne  par  V-  '. 

Le  produit  de  deux  substitutions  dépendant  en  général  de  leur 
ordre,  quand  on  multiplie  une  substitution  A  par  une  substitution  B, 
il  faut  indiquer  si  on  la  multiplie  à  droite  ou  à  gauche.  Le  pro- 
duit de  A  par  l>  à  droite  est  AB  ;  le  produit  de  A  par  B  à  gauche 
esl  r>  \. 

289.  Egalités  entre  substitutions.  —  Deux  substitutions 

sont  dites  égales  lorsqu'elles  sont  identiques,  c'est-à-dire  lorsque 

l'on  a 

a  -  i,        y  =  0, 

3  -r.       *=i, 

et  l'on  indique  cette  égalité  par  la  notation 

A-B. 

On  peut  multiplier  les  deux  membres  d'une  égalité,  tous  les  deux 
à  droite,  ou  tous  les  deux  à  gauche,  par  une  même  substitution. 

Un  si,  de  l'égalité 

\  =  B, 
on  déduit 

AC-=BC 
ou 

CA  =  GB. 

290.  Substitutions  échangeables.  —  On  dit  que  deux  substi- 
tutions  \.  B  sont  échangeables,  lorsque 


Soient 


;  rj 

i  *'  P' 

Y  r' 

Y«       8  y     yP'       88 
x«      YP'    P«'     sp' 

y.  •;         y°       /',' 


'  i 
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Pour  que  les  substitutions  soient  échangeables  il  faul  donc  el  il 

Suffit  <|UC  l'on   :nl 

7.7.'         'i-;'         77.' 

-.. 

Il  serait  facile  de  trouver  la  forme  générale  îles  coefficients  », 
8  y  o  a'  3'  ■'  8'  satisfaisant  à  ces  conditions,  mais  cela  nous 
serait  inutile. 

294 .  En  particulier,  deux  puissances  '/'//ne  même  substitution 
sont  échangeables  cuire  elles. 

Car  <'\ idemmenl 

\>"  \i>       A/' A'"  =   A"'-'-/'. 

On  voit  de  plus  que  pour  multiplier  deux  puissances  d'une 
même  substitution,  il  suffit  d'ajouter  les  exposants. 

292.  Celle  règle  s'applique  aux  puissances  négatives,  pourvu 
que  l'on  définisse  convenablement  la  puissance  zéro. 

Il  esl  bien  évident  que  A  '"  est  la  substitution  inverse  de  A'". 
Donc  le  produit  de  ces  deux  substitutions  n'est  autre  (pie  la  su!>- 

slJlution  identique    (  la  substitution  qui  consiste   a   rem- 

placer x  par  x  et  y  par  y,  c'est-à-dire,  en  fait,  à  ne  rien  substi- 
tuer). 

Cette  substitution  identique  pouvant,  évidemment,  être  sup- 
priméedans  un  produit  quelconque,  désignons-la  par  i  .Convenons 
ensuite  que  \"       i,  el  nous  voyons  qu'on  a 

\,„  \-m  —  A.O. 

La  règle  du  produit  de  deux  puissances  s'applique  donc  à  deux 
exposants  égaux  et  de  signe  contraire;  et  on  l'étend  facilement  à 
deux  exposante  quelconques. 

293.  Remarque  sur  la  substitution  inverse  d'un  produit . 
Pour  écrire  la  substitution  inverse  d'un  produit  de  substitutions,  il 
suffit  de  renverser  l'ordre  des  facteurs  et  de  changer  de  signe  les 
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■  ^posants.   \insi 

\-r.   '  G»)-'=  C-3BA-2. 

29 \.  Groupes de  substitutions.  —  On  dit  que  des  substitutions, 
en  nombre  fini  ou  inlini,  forment  un  groupe  lorsque  :  i°  le  pro- 
duit de  deux  quelconques  de  ces  substitutions  appartient  au 
groupe;  2°  l'inverse  d'une  substitution  du  groupe  appartient 

au  groupe. 

Un  groupe  quelconque  contient  la  substitution  identique.  En 
effet,  soit  Aune  substitution  du  groupe,  la  substitution  A-1  appar- 
tient au  même  groupe,  et  il  en  est  de  même  du  produit  A. A-'. 
Or  ce  dernier  produit  n'est  autre  que  la  substitution  identique. 

295.    Exemples  de  groupes.  —  I.  La  substitution  identique 
Tonne  à  elle  seule  un  groupe. 
II.   Les  deux  substitutions 


I      (>  ,   —  i         o    x 

O  [ 


i  nous  désignerons  cette  dernière  substitution  par  I). 
111.   Les  six  substitutions 

I       o\         /     O  l\        /    [       —  l\         / —  t  O     \         /O       —  I 


\  —  i      n  / 


o     i  —  i     i  '      \  i      o   /      \    o      —  i  /      \  i     —  i  /      \ —  i     «> 

comme  on  le  vérifie  facilement. 

IV.  D'après  les  théorèmes  des  numéros  281  et  285,  les  puis- 
sances, tant  positives  que  négatives,  d'une  substitution  modulaire 
l'une  substitution  de  déterminant  égal  à  —  i  forment  un  groupe. 

V.  Toutes  les  substitutions  modulaires  forment  aussi  un  groupe. 
'  le  groupe  est  appelé  le  groupe  modulaire. 

\  I.  De  même  l'ensemble  de  toutes  les  substitutions  modulaires 
cl  «le  toutes  celles  de  déterminant  —  i  forment  un  groupe. 

296.  Congruence  des  substitutions  par  rapport  à  un  mo- 
dule.   -  -   On   dit  que  deux   substitutions    à    coefficients    entiers 

fa     B\      /a'     B'\ 

|        «  )i    (     ,     r  I    sont    congrues   par   rapport   à    un    module    n, 
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lorsqu'on  a 

■j.      2', 

(moil/i 

0  =  S . 

Relativement  ,'1  un  module  /k  il  n  \  a  que  nh  substitutions 
incongrues  deux  à  deux,  à  savoir.  I<^  //''  substitutions  qu'on  obtienl 
'■m  donnant  à    oc,  (3,  y,  r>  respectivement  comme  valeurs  tout  un 

système  de  restes  incongru--    modn  1. 

^297.   Cas  des  substitutions  modulaires.         Mais  occupons- 
nous  spécialement   des  substitutions    modulaires.   Cherchons    le 
nombre  de  ces  substitutions  incongrues  deux  à  deux  (mod/i 
Pour  cela,  démontrons  d'abord  le  lemme  suivant  : 

Lemme.  -  Soient  y  et  0  deux  nombres  tels  que  y,  8,  /?,  soient 
premiers  dans  leur  ensemble,  je  dis  qu'on  peut  déterminer 
deux  nombres  congrus  respectivement  à  y  et  S  (mod/2  el  y/// 
soient  premiers  entre  eux. 

Soit  s  le  plus  grand  commun  diviseur  de  y  et  0;  par  hypothèse 
s  et  n  sont  premiers  entre  eux.  De  plus 

Y  =  eY'> 
0  =  s8'. 

y'  et  0'  étant  premiers  entre  eux;  on  peut  donc  déterminer  deux 
nombres  ;  et  t  tels  que 

Posons  alors 

Z       :  3 /l-h  Y , 

T  =    //i   H    0. 

Les  nombres  Zet  T  sont  congrus  respectivement  à  y  ei  8(mod  n 
Si  nous  démontrons  qu'ils  sont  premiers  entre  eux  le  théorème 
sera  démontré.  Or,  on  a 

Tv'-  Zo'=  //. 
—  1z       Lt  =  £. 

Si  T  et  Z  avaient  un  diviseur  commun,  ce  diviseur  diviserait  // 
et  e,  ce  qui  est  impossible  puisque  n  et  t  sont  premiers  entre  eux. 
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298.   Ce  Icminc  démontré,  soil  (        .  )  une  substitution.  Cher- 


chons si,  parmi  les  substitutions  congrues  à  celle-ci,  il  en  existe 
une  modulaire;  c'est-à-dire,  cherchons  s'il  existe  des  nombres 
r.  )  .  s,  /,  tels  (]iie 

(a       ./■//)('>       tn)  —  (  p  -r-  y  n)(  •;  -r-  -  n  )  =  i, 
ou 

(ii  !./•/         vz)n-   ;i/'1        j--;  --  /a  —  z$)n  -t-  ao  —  fi-;  —  [  =  o. 

On  voil  que  ce  n'est  possible  que  si 

ao  —  Py       '  (  mod/i  |. 

Réciproquement,  si  cette  condition  est  remplie,  je  dis  qu'on 
peul  déterminer  des  nombres  entiers  ce,  y,  s,  £  satisfaisant  à 
l'équation  |  i  >. 

En  effet,  posons 

«o  —  PY  =  I  +  ^i. 

L'équation  (i)  devient,  après  qu'on  l'a  divisée  par  /?, 

ri      yz)n  -f-  (a?3  —  j'y      c  3  —  /  a  )  ~-  /.  =  o, 
ou 

(3)  ./•(/«  —  o  r  —  y(zn       y  '     -  *a  —  s? -t-£  =  o. 

(  h  la  congruence  (2)  montre  que  le  plus  grand  commun  divi- 
seur de  y  el  S  esl  premier  avec  /*.  On  peut  donc  d'abord  déter- 
miner s  el  /  de  façon  que  les  nombres  ^ n  -\-  y  ==  Z  et  /«  +  o  =  T 
soient  premiers  entre  eux.    Mors  l'équation  (3)  devient 

Tx  —  Zy  +  M  =0, 

T  et  Z  étant    premiers   entre   eux,  on  sait   (n°   111)  qu'on    peul 
trouver  deux  nombres  .r,  y  satisfaisant  à  cette  équation. 

Conséquence.  Le  nombre  des  substitutions  modulaires 
incongrues  deux  à  deux  mod/2  est  égal  au  nombre  des 
systèmes  incongrus  de  quatre  nombres  satisfaisant  à  I"  con- 
dition 1  -  . 

299.   Déterminons  «loue  ce  nombre. 

Comme  nous  l'avons  déjà  dit,  la  condition  (2)  exige  que  le  plus 
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grand  commua  diviseur  de  y  el  S  suit  premier  avec  //.  autrement 
dit  que  les  trois  nombres  y,  8,  //  soienl    premiers  dans  leur  en 
semble.  Formons  donc  d'abord  tous  les  couples  de  nombres  y,  g 
Incongrus  deux  à  deux  i  mod  />  .  qui  satisfont   à  celte  condition. 
Le  nombre  de  ces  couples  esl  ^.>  n  <    u1  77  . 

Je  dis  qu'à  chacun  de  ces  couples  correspondent  u  systèmes  'I' 
valeurs  valeurs  déterminées  au  mod  n  près  pour  a,  (3.  En  effet, 
iloiiiiiiii-  ,'i  (3  une  certaine  valeur,  la  valeur  «le  oc  est  alors  déter- 
minée par  la  congruence 

8a     -  y?  "+■  '  '  """'  /(    • 

Soit  (I  le  plus  grand  commun  diviseur  de  r>  et  //  d  peut  être 
égal  à  i,  cela  ne  change  pas  le  raisonnement  .  Pour  que  la  con- 
gruence    î  I  soit  possible,  il  faut  donner  à  [3  une  valeur  telle  qiu 

(5)  I        •  I>  Hindi/    . 

Or.  ■'  et  <l  sont  premiers  entre  eux,  car  sinon  y,  S  et  n  ne  s< 
raient  pas  premiers  dans  leur  ensemble. 

Donc  la  congruence  l  5)  a  une  solution  et  une  seule  (mod  d 

\\aui  pour  (3  une  valeur  (mode?),  on  en  déduit      valeurs  (mod n  . 

A  chacune  de  ces  valeurs  de  [3  correspond  une  valeur  de  yfJ      i 
li\  isible  par  il,  soit 

i  -   rd. 

La  congruence  (  î  )  devient  alors 

oa  =  /y/         I  mod  // 


i  mod  ? 


Les  nombres  -    et    ,  sont  premiers  entre  eux  :  donc  cette  con- 
d       a  ' 

»ruence  donne  pour  a  une  valeur  (  mod  -  j  • 

\\ani    pour  a   une    valeur   (  mod  -,  )  •   on   en   déduit   il  valeurs 
*  mod  n  i. 

Puisqu'il  \  a       valeurs  pour  (3,  el  qu'à  chacune  de  ces  valeurs 
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répondent  cl  valeurs  pour  a,  eela  lait  bien  n  systèmes  de  valeurs 

pour  (3  cl  y.. 

Conclusion .  —  Il  \  ;i  cp2<  n    systèmes  de  valeurs  pour  y,  8,  el 
chacun    de    ces    systèmes    correspondent  n  systèmes   de  valeurs 
pour  x,  [3.  Donc  le  nombre  des  systèmes  de  quatre  nombres  a,  [i, 
■  .  '"  est  égal  à  //  '^o    n   .  C'est  le  nombre  cherché. 

Cas  particulier.         Si  n  est  premier,  le  nombre  cherché  esl 

1}  (  II-       -  I 

300.   Théorème.   —  Si  deux  substitutions  \  et  B  sont  con- 
grues (mod  n),  les  produits  à  droite  ou  à  gauche  de  ces  sub- 
stitutions par   une  menu-  substitution  C  sont  aussi  congrus 
mod  n). 


Soit 

A  =  f    >).         B  ' 


A  =  (*     ?Y         B  "      ^ 


On 


.i 


ac  aX  -f-  pv     B|*  -4-  Pp  \  BC       /a' X  -  P' v     %  [.t  -  p'  p 


yX  H-  cv      v;i     -  8p  •;'/.  -+-  8'v      -;',' 

Par  hypothèse, 


c'est-à-dire 


A  =  B         (mod  n  i, 


a  r  ■   2  ' 

p      P'  I 

-    (  mod  //  i. 


8  =  8'  ) 


Il  eu  résulte  évidemment 

a>.     -  pv       x'X-f-  p'v 


a  a     -  pv     =  a  A  —  [î'v   t 
afi-f-pp  =  o>-t-P'p  f 


(7)  ,.',,>,'•     imodn 

Y  A  -+-  OV  s]   A  -+-  o  v 


c'est-à-di  re 

AC    ■  BC        i  mod  // 

On  voit  de  même  que 

CA      CB        (mod/j 
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Réciproquement,  si 

AC  =  BC        i  mod/i  . 

et  si  la  substitution  C  a  un  déterminant  premier  avec  n.  il  en 

résulte 

\       B  mod  n  . 

C'esl  ce  <|ni  arrive,  rn  particulier,  lorsque  la  substitution  C 
est  modulaire. 

En  effet,  par  hypothèse,  les  conditions  (7)  sont  remplies. 
Multiplions  la  première  par  p,  la  seconde  par       v,  et  ajoutons, 

il  \ienl 

xi  Xp  —  [iv  i      a'  Xp  -     [xv  .        1  mod  //  . 

ou,  puisque  Xp       y.v  est  premier  avec  //. 

a       a'         1  mod  H    . 

On  voit,  d'une  façon  analogue,  (pie  les  autres  conditions 
sont  remplies. 

On  voit  de  même  que,  -1 

CA  =  CI>        1  mod  a   . 

et  que  le  déterminant  de  G  soit  premier  avec  /?,  il  en  résulte 

A      I!  mod  h  1, 

iiOl.  Périodicité  par  rapport  à  un  module  n  des  puissances 
d'une  substitution  modulaire.  —  Soit  A  une  substitution  modu- 
laire. Considérons  ses  puissances  successives  :  soient  d'abord  ses 
puissances  posil  ives 

(8)  A»,     V,     A-' 

Toutes  ces  puissances  sont  elles-mêmes  des  substitutions  mo- 
dulaires (n°  295  . 

Or  le  nombre  des  substitutions  modulaires  incongrues  (mod /n 
('•tant  limité,  il  v  a  forcément,  dans  la  suite  (8),  des  termes  qui  se 
reproduisent . 

Soil 

\"'       A'"  *-P         '  niod/i  1. 

Ceci  peut  s'écrire 

A'"       V       A'"  x  A/'         ><!//  1. 
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On  en  déduit  (n°  300  ) 

A"       A''  i  iikmI  //  - 

(  >n  conclut  de  laque  la  première  substitution  qui  se  reproduil 
I  oiod  n)  est  A0.  Et  si  l'on  appelle  A^  la  première  substitution  qui 
lui  est  congrue,  les  termes  de  la  suite  (8)  forment  une  suite  pé- 
riodique, le  nombre  des  termes  de  la  période  étant  p. 

Ce  résultat  s'étend  sans  peine  à  la  série  indéfinie  dans  les  deux 
sens  formée  par  les  puissances  négatives  et  positives  de  la  substi- 
i  ution  A. 

302.  Nous  n'aurons  pas  besoin  de  déterminer  plus  précisément 
le  nombre p  (');  bornons-nous  à  démontrer  que/?  est  un  diviseur 
de  «o2(/î). 

En  effet,  considérons  la  suite  des  p  puissances  de  A, 

9)  A",     A' \/'-i. 

Si  ces  p  substitutions  forment  toutes  les  substitutions  modu- 
laires incongrues  deux  à  deux  (mod/i),  on  a 

p  =  /i<p2  n  . 

et  le  théorème  est  démontré. 

Sinon,  soit  B  une  substitution  non  contenue  dans  la  suite  (g); 
considérons  la  suite 

mi  BA»,     BA'.     ...,     BAp-«. 

Deux  de  ces  substitutions  sont  incongrues  (mod/i),  puisque 
ce  sont  les  produits  à  gauche  par  une  même  substitution  \)  de 
deux  substitutions  incongrues. 

De  plus,  une  quelconque  des  substilution>  i  to  est  incongrue 
à  une  quelconque  des  substitutions  (9),  car  si  l'on  avail 

BA*     :A*\ 

on  aurait 

i;      A*'-*, 

ce  qui  n'est  pas,  par  hypothèse. 


Pour  l.i  détermination  <lr  ce  nombre  /<.  voir,  par  exemple  pour  le  1  as  île 
n  premier,  l'Algèbre  supérieure  de  Serret,  t.  II,  p.   >'\'  cl  suiv. 


CHU'.    VI. 
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Si  les  substitutions    g    el     io)  forment  toutes  les  substitutions 
modulaires  incongrues  deux  à  deui  i  mod  n  .  on  a 

'•i  le  théorème  <•-!  démontré. 

Sinon,  prenons  une  substitution  C  qui  ne  soil  contenue  m  dans 

la  -iule    i|  .  ni  dan--  la  suite  i  io  i;  considérons  la  suite 


(n) 


CA°,     GA  . 


CA 


On  Mira  que  ce>  nouvelles  substitutions  sont  incongrues  entre 
elles  et  aux  précédentes.  Si  les  substitutions  (p),  (10),  i  i  forment 
toutes  les  substitutions  incongrues  deux  à  deux  (mod/?  .  on  a 


el  ainsi  de  suite. 


/'       »  /i<ps  u 
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303.  Formes  équivalentes.  —  Soit  une  forme 

ax-  -+-  2  b  xy  —  cy-. 

Faisons  la  substitution 

x  =  aa?'-4-  $y\ 
y  =Ya?'-+-8j  ■ 

nous  obtenons  une  nouvelle  forme 

n './•'-      v. //  v'y'-r-  c'y'1. 

Nous  avons  vu  (n°  279)  <jue  la  première   forme  contient  la 

seconde,  parce  que,  à  tout  système  de  valeurs  entières  de  x 

et  y1  correspond  un  système  de  valeurs  entières  de  x  <•/  i  . 
Mais  remarquons  maintenant  qu'on  a  inversement 


(12) 


(y 


8  se  —  jr 
<xy  —  y  T 


Si  donc  A  i,  il  s'ensuivra  que,  à  tout  système  de  valeurs 
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entières  de  x  et  y  correspondra  aussi  un  système  de  valeurs 
entières  de  x1  et  y'. 

I  ). >nc  la  seconde  forme  contient  aussi  la  première.  On  dit  alors 
que  les  deux  formes  sonl  équivalentes.  Ainsi  deux  formes  équi- 
valentes sonl  deux  formes  telles  que  l'on  passe  de  l'une  à 
l'autre,  /><//■  une  substitution  linéaire  de  déterminant  égal 
à  zb  i .  Chacune  de  ces  formes  contient  l'autre.  Tout  nombre 
représentable  par  l'une  des  deux  formes  l'est  aussi  par  l'autre. 
Les  deux  formes  représentent  donc  les  mêmes  nombres. 

Exemple.     -  Soit  la  forme 

x*  —  \ry  —  %y*-. 

Faisons  la  substitution 

x     '\x  —  y . 

y  =  5a?'    -  ■>.}'. 

dont  le  déterminant  est  égal  à  i ,  et  nous  obtenons  la  forme  trans- 
formée 

—  .r'-'  — •>..*•>'--  /-. 

équivalente  à  la  première. 

304.  Etant  donnée  une  forme,  on  obtient  toutes  les  formes 
équivalentes,  en  lui  appliquant  toutes  les  substitutions  de  déter 
minant  égal  à  dr.  î . 

Toutes  ces  tonnes  équivalentes  ont  même  discriminant,  à  cause 
de  la  relation  du  n°278  que  donne  ici  D  ;  D\  Mais  la  réciproque 
n'esl  pas  vraie;  deux  formes  de  même  discriminant  ne  sont  pas 
ion  jouis  équivalentes. 

Exemple.        Les  formes 

' ■>.'  '•    ">  ' J    ■  îy- 

ont  même  discriminant   \->:   cependant  elles  ne  sont  pas  équiva- 
le nies. 

En  effet,  la  première  ne  peut  représenter  qu'un  nombre  o 
ou  i  inod  |  .  tandis  que  la  seconde  peut  représenter  un 
nombre       3    mod  j  . 


220  CHAP.    VI.  LES  FORMES    QUADRATIQUES    BINAIRES. 

30o.  Classes  de  formes.  Mai-  nous  pouvons  nous  borner 
à  la  considération  des  formes  qui  se  déduisent  d'une  forme  donnée 
par  toutes  les  substitutions  de  déterminant  égal  .1  1  ou  substi- 
1  niions  modulaires. 

En  effet,  soil  A  nue  substitution  de  déterminant  égal  à  —  1. 

Considérons  la  snli-iii  ution 


1        0 
o    —  1 


Le  déterminant  de  celte  substitution  \  est  aussi  égal  à  ;. 
Ni  donc  nous  posons 

\   r-\  une  substil ution  modulaire. 

Or 

A  =  A  \ . 

houe  toute  substitution  de  déterminant  égal  à  — 1  est 
■  gale  à  une  substitution  modulaire  multipliée  par N . 

Nous  nous  attacherons  donc  spécialement  à  L'équivalence  des 
formes  qui  se  déduisent  l'une  de  l'autre  par  une  substitution  mo- 
dulaire. 

()n  dit  que  ces  formes  appartiennent  à  la  même  classe  que  la 
première. 

Ainsi,  on  appelle  classe  de  formes  imites  les  formes  qui  se 
déduisent  de  l'une  d'elles  par  les  substitutions  du  groupe 
modulaire. 

Les  formes  équivalentes  à  une  forme  donnée  se  composent  : 

1"  Des  tonnes  appartenant  à  la  même  classe. 

y0  De  celles  qui  se  déduisent  des  précédentes  par  la  substitu- 
tion N,  c'est-à-dire  en  changeant  le  signe  du  terme  en  xy. 

\ei uellement  les   problèmes  qui   se  posent  sont  les  suivants  : 

I.  Etant  données  deux  formes  de  même  discriminant,  voir 
si  elles  appartiennent  à  la  même  classe  ou  non. 

II.  Lorsque  deux  formes  appartiennent  à  lu  même  élusse, 
trouver  la  ou  les  substitutions  modulaires  qui  permettent  de 

passer  de  la  première  il  la  seconde. 

III.  Etant  donné  un  discriminant ,  trouver  les  différentes 

classes  'le  Jointes  ayant  ce  discriminant . 
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Formes  réduites.  -  Pour  résoudre  ces  problèmes,  qui  revien- 
nent au  fond  à  la  comparaison  de  deux  formes,  la  méthode  con- 
siste à  remplacer  ces  formes  par  des  formes  de  même  classe,  mais 
d'une  espèce  particulière,  et  qu'on  appelle  formes  réduites. 
Tout  revient  ensuite  à  comparer  entre  elles  les  formes  réduites. 

Mais  ces  formes  réduites  sont  totalement  différentes  suivant 
qu'il  s'agit  de  formes  à  discriminant  positif,  ou  de  formes  à  dis- 
criminant négatif. 

Occupons-nous  d'abord  des  formes  à  discriminant  positif. 


§  IV.  -  Résolution  des  trois  problèmes  du  n"  :}().">  pour  les  formes 
à  discriminant  positif.  Équation  de  Pell  pour  un  discriminant 
positif. 

306.  Remarques  sur  les  formes  à  discriminant  positif. 

Soit  une  forme 

(a,  b,  c  i. 

Nous  supposons 

D  =  ac  —  b1  ,     il 

Il  en  résulte  que  a  et  c  sont  de  même  signe;  supposons-les  po- 
sitifs. 

Remarquons  que  a  et  c  étant  supposés  positifs  dans  la  forme 
donnée,  il  en  sera  de  même  dans  toutes  les  formes  de  même  classe, 
car  >i  l'on  effectue  sur  la  forme  une  substitution  linéaire  quel- 
conque (  R   )■•  les  nouveaux  coefficients 

a'  —  an.-      2  b  y.--       c  -  ' 
et 

sonl  .nissi  positifs. 

D'ailleurs  tous  les  nombres  représentés  par  les  formes  de  cette 
classe  sont  positifs. 

307.  Formes  réduites  à  discriminant  positif  . 

Nous  dirons  qu'une  forme  à  discriminant  positil      \.  B,  C)   esl 
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réduite,  quand  le»  conditions  suivantes  sonl  remplies  : 


'  i  i 
de  plus,  -i   \ 


•i:      —A. 


C,  il  faul  que 


2B 


308.    Les  substitutions  S  et  T 


Ce  son i  les  substitutions 


o      I 
T-  )• 

(il  [      o 

Ces  deus  substitutions  sont  modulaires. 

Comme  nous   aurons  à  appliquer  la   substitution  S   plusieurs 

lois  île  suite,  remarquons  tout  de  suite  que 

i      m 
<>       i 


S'" 


///  pouvant  être  positif*  ou  négatif. 

Nous  pouvons  aussi  remarquer  les  égalités  suivantes 

ST         T*=  i. 
Il  n'y  a  qu'à  les  vérifier. 

309.  Nous  allons   maintenant  démontrer  le  théorème  suivanl 

Théorème.  —  On  peut  passer  d'une  forme  à  discriminant 
positif  quelconque  [a,b,c)  à  une  forme  réduite  de  même 
classe,  en  lui  appliquant  un  certain  nombre  de  fois  les  substi- 
tutions S  et  T. 

(les  deus  substitutions  étant  modulaires,  leur  application 
réitérée  donne  toujours  naissance  à  des  formes  de  même  classe 
que  la  forme  prim itive. 

Il  faut  montrer  que  l'on  peut  transformer  la  forme  [a,  h,  c  en 
une  forme  satisfaisant  à  toutes  lis  conditions  (l3),  (i  /j\  (l5    . 

Montrons  d'abord  qu  on  peut  transformer  la  forme  i  '/,  />.  c  en 
une  forme  satisfaisant  seulement  aux  conditions  (i 3). 

Dans  l'ordre  de  grandeur  des  coefficients  de  la  forme,  six  cas 
sont  possibles  : 

<     ,i     \\b\,        a      c     t|  b  |,        c     \\  b  |        '. 
a     i\b\      c,        a|6|      c    h.        2|6|>a>c. 
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Dans  le  premier  cas.  c  a  ih.  la  forme  satisfait  aux  con- 
ditions (i3). 

Mans  le  second  cas,  a~  c  i  \b  ,  appliquons  à  la  forme  la 
substitution  T.  La  forme  devient 

•    C.  I).    Il      . 

<  lette  oouvelle  forme  satisfait  alors  aux  conditions  (  i3). 

Dans  le  troisième  cas,  c  2]  l>  a,  appliquons  à  la  forme  don- 
née m  fois  la  transformation  S,  la  forme  (a,  />,  c    devient 

a,  a/w  -+-  b,  am-—  ?.bm  -+-  c). 

Or  on  peut  choisir  m  de  façon  que 

2    a/w       6  |     '/ 

il  suffît  de  diviser  b  par  a,  de  façon  à  obtenir  le  reste  minimum, 
el  d<'  prendre  pour  m  le  quotient  changé  de  signe);  m  étant  ainsi 
choisi,  posons 

<7//i   -+-     b  =  b\, 

am-  —  2  brn  -+-  c.  =  C|. 

La  forme  1  a,  6,  c    devient 

(  a,  &i,  ci), 
el  l'on  a 

Si  l'on  a  de  plus 

Cl^2|6i  |, 

la  forme  (a,  &( ,  c,  )  se  trouve  dans  le  premier  ou  le  second  cas  el 

le  problème  est  résolu. 

M ais,  si  Ton  a 

2|  61 1>  c, 

faisons  sur  la  forme  (a,  bi}Ct)  la  transformation  T,   celle  forme 

dr\  ient 

(  Ci,  —  6,,  "  - 

l'uis,  faisons/;/  fois  la  transformation  S,  ///'  étant  choisi  de  façon 

que 

2 1  C\  m'      61  !     '-|. 

La  forme  devient  alors 

1  Ci,  6j,  "1   . 

en  posanl 

C]  ///'         //,  /y2. 

C]  m'2      2  A|  //'        a       <7, 
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el  l'on  .i 

'i    ■>'  î>2  !• 

Si  l'on  .1  de  plus 

„,    ,  h,  . 

la  forme    ct1  b2,  <> .     se  trouve  dans  le  premier  <>u  le  second  cas,  el 

le  problème  esl  résolu. 

Mais  -i  l'on  ii 

•>.|  b,  |  >  a,, 

faisons  de  nouveau  sur  la  forme    <  (.  /^.  a(  i  la  transformation  ï, 

celte  forme  de\  ient 

i  ai,  —  62,  Cj     : 

puis  faisons  la  transformation  S,  m"  fois,  m"  étant  choisi  de  façon 

que 

2   ai  m*      6j      a%. 

Nous  obtiendrons  une  forme 

(«1,63,  c2); 
et  ainsi  de  suite. 

Je  dis  qu'en  continuant  ce  procédé  on  arrivera  forcément  à  une 
forme  se  trouvant  dans  le  premier  ou  le  second  cas. 

En  ell'et,  si  cela  n'a  pas  lieu  pour  la  forme    a,  />t,  ct),  comme  la 

condition 

a     2   b  1 

est  remplie,  c'est  (pie  la  condition 

f'i     2  |  bi  | 
ne  l'est  pas.  On  a  donc 

a      ■>.  t>\  !  >  Cj. 

De  même  si  la  forme  (ct,  />2,  «1)  n'est  pas  dans  le  premier  ou  le 
second  cas,  c'est  que  l'on  a 

ct    |  >/>,  ;  >  «,. 

De  même,  si  la  forme    <■/,.  A...  C2    n'est  pas  dans  le  premier  ou  le 
second  cas,  c'esl  que  L'on  a 

"1    2|63|       \c2\: 

el  ain-i  de  suite. 

On  a  donc 

a  >  c,  >  a,>  c2  .  ... 
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Les  nombres  <i,  r,,  at,...  sont  tous  positifs.  Donc  cette  suiLe 
d'inégalités  ne  peut  se  prolonger  indéfiniment.  Donc  on  arrive 
forcément  à  une  forme  appartenanl  au  premier  ou  au  second  cas. 

Dans  le  quatrième  cas,  a  ■>.  h\1^c,  faisons  la  transforma- 
tion T  et  nous  sommes  ramenés  au  troisième  cas. 

Dans  le  cinquième  et  dan*  le  sixième  cas,  où  l'on  a 

\ib\       a, 

faisons  m  fois  la  transformation  S,  ///  étant  choisi  de  façon  que 

■>. |  am  -+-  b  |    .a, 

et  nous  sommes  ramenés  au  premier,  second  ou  quatrième  cas. 
Le  problème  de  trouver  une  forme  de  même  classe  que  la  forme 
proposée  et  satisfaisant  aux  conditions  (i3)  est  donc  résolu  dans 
tous  les  cas. 

310.    Reste  à  montrer  qu'on  peut  satisfaire  aussi  aux  conditions 

i  i     el     i  5  i.  Supposons  d'abord  que  la  forme  ne  satisfasse  pas  à  la 

condition  (i  \)   tout  en    satisfaisant  aux  conditions  (i3).   Soit  la 

forme 

—  2BJ"2 _  2  Bxy  —  Cj2         (G^  |  B  |). 

Appliquons-lui  la  transformation  S,  cette  forme  devient 

—  2  Bx2 —  iBxy  -+-  Cy'2. 

Cette  nouvelle  forme  satisfait  alors  à  la  condition  (i  {),  tout  en 
continuant  à  satisfaire  aux  conditions  i  i  3   . 

Supposons  maintenant  que  la  forme  ne  satisfasse  pas  à  la  con- 
dition  (i5)  tout  en  satisfaisant  aux  conditions  (i3)  et  (î  \).  Soit  la 

forme 

\<--     >!!./.•       \yî        (B>o,A>îB). 

appliquons-lui  la  transformation  T,  elle  devient 
\  / :       s  Bxy        V1  "'• 

Cette  nouvelle  forme  satisfait  à  la  condition  i  io  i,  tout  en  conti- 
nuant à  satisfaire  aux  conditions  (i3)  el     i  i  . 

Exemple.     -  Soil  à  réduire  la  forme 

20  \.i  ■-      284  xy      ion-. 
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Nous  sommes  dans  le  sixième  ca>.  appliquons  la  substitution  S-1, 
nous  obtenons 

Mous  sommes  dans  le  quatrième  cas.  Donc  nous  appliquons  La  sub- 
stitution T  qui  donne 

Mous  sommes  maintenant  dans  le  troisième  cas.  La  substitution 

S    ;  tlonne 

:>.  I  ./-      %xy  -+-  2\y-. 

Cette  forme  satisfait  au\  conditions   (i>),  mais  non  à    la  condi- 
tion (i5).  Appliquons-lui  encore  une  fois  la  transformation  T.  La 

forme  devient 

2 1  a?2 ■+-  2  xy  -+-  21  y'1. 
Llle  est  réduite. 

31i.     ipplication  au  premier  problème  du  n°  30o. 

Etant  don  nrcs  deux  far  m  es  de  même  discriminant  positif, 
voir  si  ces  foinies  appartiennent  à  lu  même  classe  ou  non. 

Il  suffit  de  remplacer  les  deux  formes  données  par  les  formes 
réduites,  respectivement  de  même  classe  qu'elles,  et  de  voir  si  ces 
deux  formes  réduites  sont  de  même  classe.  Or  on  a  le  théorème 
suivant  : 

Théorème.  Deux  formes  réduites  de  discriminant  positif , 
ne  peuvent  être  de  même  classe  que  si  elles  sont  identiques. 

312.    Pour   démontrer  ce   théorème  démontrons  d'abord   deux 
inégalités  auxquelles  satisfont  les  coefficients  d'une  forme  réduite. 
Soit  (a,  b,  c)  une  forme  réduite 


I  )c  l'inégalité 


on  tire 
(16) 

I  ).•  l'inégalité 


a|ft|    a, 


on  tire,  a  étant  positif  (n"  306), 

(  i;  )  <t-      tic. 


d  ou 
(I  où 
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Com parant  les  inégalités  I  16)  et  (17),  on  obtient 

4  h-    ac, 

\b-    D. 


.....    /D 
(18  \b\ 


\ 


Ensuite  on  a 
d'où,  a  fortiori 

el  par  conséquent 
(19) 


iac  =  31)  -+ -  362     i  l>. 


V" 


313.   Soient  maintenant  («,  />,  c),  (#',  6',  c')  deux  formes  de 

même  classe,  el  (        ^  )  la  substitution  par  laquelle  on  passe  de  la 

première  à  la  seconde.  Nous  voulons  démontrer  que,  ou  bien  ces 
deux  formes   de   même  classe  ne   sont    pas    huiles   les   deux 
réduites,   ou  bien   elles  sont  identiques.  On    peut   évidemment 
supposer  a!:  a. 
On  a 

[  —    ao    —  Py> 
.  >  1  a'  =  a«2  -4-  2  b  ay  -i-  c  y2, 

...  h'  =  ay.'p  ■+■  b (a8  -+-  [3y  )  -4-  c yo. 

L'équation  (21)  donne 

aa'=  (ax  -+■  b  y  i'2  -+-  D  y-  : 

or 

1  )oiK 

aa"    '  D, 
> 

mu .  d  après  I  éga lité  l  *3) 

(aa-H&y)2       "ï'     |D, 


(a«       6T)«     D|   ! 
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Il  résulte  de  là  <|n<' 

Donc  y  i|in  est  un  nombre  entier  ne  peul  être  égal  qu  à  o,  ou 

;.  ±  i . 

I.   Suit    d'abord    y  — o.    —   Les    équations        •  si), 

de>  iennenl  alors 

i  —  ao, 

a'  =  d  y.  '-' . 

I'        h  '/  'y        li  y.îj. 

<  )n  en  conclut  immédiatement 

y.    =  8  =      i  . 

a'  —  a , 
//-  ft=d   ap, 

b' —  h  doit  cire  divisible  parc/.  Mais 

1*1  y 

\v\  "    "■ 

1  2 

Donc     A  — A      "  (l'égalité  n'étanl    atteinte   que  si   des   deux 

nombres  />,  b'  l'un  égale  ■  //  ci  l'autre  - —  -  a  ). 

Si  7/      A      ;  <7,  6' —  6  devant  être  divisible  par  a,  c'est  que 

h  =  b'. 
On  a  déjà 

^/    .  a' 
<'t 

e/r  —  A-  —  a'  c'       l>  -'. 
(  )n  en  déduil 

c  =  c'. 

I  )(iik   les  deux  formes  sonl  identiques. 
Si    l>'      h |  =  a,  les  deux  nombres  6  <i  6'  sonl  égaux,  l'un  à  -  //. 

l'autre  à  —     <i.   Donc,  lune  des  deux   formes  n'esl    pas  réduite 
condil ion  i  f). 
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II.  y=±i.  —  Les  équations     •■  .     ti),      12)  deviennent 

(24)  '  =    «  +  ?, 

(  ■>  1  1  a  =  a  y.-  ±  •>.  bx  ■+■  c, 

b'  —  ax^  -+-  6(a8       p  i   b  co. 

L'équation  I  so    s  écrit 

a'  —  c  =  a  x-  "  1  b  y. . 


<) 


1  ,s  ,  a'    a    c. 

Donc 

•m  '/  y.':'  ■>.  b  y     o'. 

I  r autre  part. 


el 

I  )onc 


a      '  :>.  b  | 


"-/-'    \îb<x\ 


I  >ooc 

(  3o  )  a%-±-2by    o. 

<  lomparant  les  inégalités  (29)  et  (>o)  on  en  déduit 
«ï2±i6a=  o, 

et,  par  suite,  l'égalité  (27)  donne 

a  =  c, 

el  les  inégalités!  <s  1  montrent  alors  que 

a'  =  a  =  c. 

Ensuite  l'égalité  1  26)  peut  s'écrire  en  tenant  compte  de  l'éga- 
lité) •  ; 

b      b    -  a  x'.i    -  ».  b  at8    -  co, 

ou  en  remplaçant  c  par  a  el  26a  par  :.:  '/  x- 

b      b       aa(3      <za»8      al    =  a(afl  =p  a*o  ±  8) 
c'est-à-dire  que  6   :-  6'  est  divisible  par  a . 
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(  )n  voit,  coi <•  plus  haut,  qu'il  faul  pour  cela  ou  bien  que 

V         b 
ou  bien  que 


Dans  le  cas  où 
rumine  déjà 

cl  (|iie 

on  en  déduit 


b' =  b  =  a 


b       —b, 


a  =  a. 


a'c       l>        "'■  —  l>-, 


c 


Mais  l.i  condition  (3i)  donne  de  plus 


Les  deux    formes   sonl   donc  (<7,  b,  a),  (a,  —  b,  a);  une  seule 
peut  être  réduite  d'après  la  condition  (i 5 
Dans  le  cas  où 

b'=  &=±ia. 

2 

on  trouve  encore 

a'—a  =  c'=c. 

Les  deux  formes  sonl  donc  identiques. 

314.  Le  premier  problème  du  u°  305  esl  maintenant  résolu  poul- 
ies formes  à  discriminanl  positif.  On  voit  que  pour  que  deux 
formes  de  même  discriminant  positif  appartiennent  à  la  même 
classe,  il  faut  et  il  su  (/il  que  leurs  formes  réduites  soient  iden- 
tiques. 

Exemple.  Les  deux  formes  du  n"  304.  —  Nous  avons  vu  par 
un  procédé  détourné  qu'elles  ne  sonl  pas  équivalentes.  Nous 
voyons  maintenant  que  cela  résulte  aussi  de  ce  qu'elles  sont 
réduites,  et  ne  sont  pas  identiques. 

315.  Autre  exemple.  Soient  les  deux  formes  de  même  dis- 
criminant égal  à  6  : 

-  1 84 xy  —  2Î  '_>-• 
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\ppliquant  le  procédé  connu,  on  trouve  que  la  première  forme 
se  réduit  par  l'application  successive  des  substitutions 

S,     T,     S-2,     T,     S3,     T,     S"1 

et  devient 

ix-  -t-  3jk2. 

Pour  la  seconde  forme,  elle  se  réduit  par  l'application  succes- 
sive  des  substitutions 

S-3,     T,     S-3,     T,     S-' 

et  devient  aussi 

•xx'1--  3 y2. 

Donc  les  deux  formes  proposées  appartiennent  à  la  même  classe. 

316.  Résolution  du  second  problème  du  n"  305  pour  les 
formes  à  discriminant  positif. 

hfux  formes  à  discriminant  positif,  ayant  été  reconnues 
appartenir  à  la  même  classe,  trouver  les  substitutions  modu- 
laires qui  permettent  de  passer  de  la  première  et  la  seconde. 

La  méthode  qu'on  vient  d'employer  pour  reconnaître  que  deux 
formes  appartiennent  à  la  même  classe  permet  en  même  temps  de 
trouver  une  substitution  modulaire  qui  transforme  l'une  dans 
l'autre. 

En  effet,  soient  (a,  b,  c),  (a',  b',  c')  ces  deux  formes  et  (A,B,  C) 
l,i  forme  réduite  qui  est  de  même  classe  que  chacune  d'elles. 

<  )n  passe  de  (<7,  &,  c)  à  (A,  B,  C)  par  une  suite  de  substitutions 
S  el  T,  qu'on  peut  remplacer  par  une  seule  substitution  G  égale  à 
leur  produit.  De  même  l'on  passe  de  (a,  b,  c)  à  (A,  B,  C)  par  une 
substitution  H.  Dans  ces  conditions,  il  est  bien  évident  que  l'on 
passe  de  la  forme  («,  b,  c)  à  la  forme  (a',  b',  c')  par  la  substitution 
Gll-1,  égale  au  produit  de  la  substitution  G  par  l'inverse  de  la 
substitution  11.  On  obtient  ainsi  une  substitution  K  répondant  à 
la  question  et  qui  est  évidemment  modulaire.  11  faut  maintenant 
avoir  toutes  les  substitutions  modulaires  répondant  à  la  question. 

Suit  L  une  substitution  modulaire  transformant  (a,  b,  c)  en 
elle-même.  Il  est  bien  évident  que  la  substitution  M:  LK  trans- 
forme (  a .  A.  c)  en  («',  b',  c'). 

Réciproquement,    soit    M     une    substitution    qui    transforme 
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in.h.  r  ,  en  <>/'./>'.<■'  .  Puisque  la  substitution  K  transforme 
(a,  6,  c)  en  ■  >'.  !>'.<■'.  la  substitution  inverse  K  '  transforme 
i,/'.//.r')  en  (a,6,'c).  Donc  la  substitution  "MK  '  transforme 
(<z,  6,  c)  en  elle-même.  Suit  L  cette  substitution.  (  )n  a 

MK    i       I.. 

d'où,  en  multiplianl  les  deux  membres  à  droite  par  K. 

M        I.K. 

il .  de  j  >l  n-i.  L  e>t  modulaire. 

En  résumé,  on  voit  que  pour  trouver  toutes  les  substitutions 
modulaires  qui  transforment  (a,  l>.  c)  en  "'.  !>' .  c'),  il  faut 
multiplier  la  substitution  K.  à  gauche,  /><i>-  toutes  les  substi- 
tutions modulaires  qui  laissent  invariable  la  substitution 
(a,  //.  c  .  De  sorte  que  le  problème  proposé  est  ramené  au  suivant  : 

Trouver  toutes  les  substitutions  modulaires  qui  laissent  in- 
variable  une  forme  (a,  A,  c). 

317.  Soii  ('  !!  )  ""c  telle  substitution,  x,  (3,  y,  8  sont  déter- 
minés par  les  conditions 

i  ;  -  .  »8  —  [fy      i . 

ai2-    2  6  a-;       c;-       a, 
(34)  aap       &(a8  4-  fty)       rVr"       A- 

(La  dernière  équation  n'y  -2Ô(38-t-  c82  c  est  rendue  inutile 
par  la  condition  ot8  •  |3y  i.  car  celle  condition  suffit  pour 
établir  que  la  forme  {a,  6,  c)  et  sa  transformée  ont  même  discri- 
minant. Si,  de  plus,  le  coefficient  de  x2  et  celui  de  xy  som  le> 
mêmes  dans  les  deux   formes,  il  en  sera  de  même  du  coefficient 

de    ,"-.) 

Si  dans  l'équation  (34)  on  remplace  xo  par  i  -     (3y,  elle  s'écril 

(  )">  |  Cltfj  -     "i-b^'i        e-;o  -     o. 

Multiplions  l'équation  i  35  i  par  tx,  l'équation  i  33)  par  —  [3  el 
ajoutons,  il  vient 
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ou,  en  tenant  compte  <le  L'équation  (3a), 

(36  cy-t-ap  =  o. 

Ensuite,  multiplions  l'équation  |  33)  par  o.  L'équation (35)  par  — v 
et  ajoutons,  il  vienl  de  même,  en  tenant  compte  de  l'équation  | 

(37)  "(  «  —  o  )  -4-  xb'(  =  o. 

Les  équations  (36)  et  (3;)  peuvent  s'écrire 

JL  =  I  =  'X~?J . 
—  c        a        —  ib 

Soit  a  \ediviseur  de  la  forme,  c'est-à-dire  le  plus  grand  commun 
diviseur  de  a,   ib,  c,  les  équations  précédentes  peuvent  encore 

-  écrire 

6      _  y  _  g  — S_ 
c        a  -il ')  ' 

1  7  7 

d'où,  en  posant  ces  rapports  égaux  à  u. 

a  c 

p  —  —  -  u, 

a 

Y=       -u. 

ib 

a  —  o  = u . 

(j 

l'our  que  (3,  Y,  a  —  o  soient  entiers,  il  faut  que  u  soit  entier. 
En  effet,  les  nombres  -i  —,  —  n'ayant  pas  de  facteur  commun. 

le  dénominateur  de  //,  supposé  réduit  à  sa  plus  simple  expression, 

, •   •         -   i     i-  •    —  c    a     —  ■> li  ...  .  . 

ne  i » < * 1 1 1  iIi\i-it  .i  la  !<n>      —■»  —»  ■ nue  s'il  est  cirai  a  i. 

1  -        a  7        '  ° 

Remplaçons  [3  el  y  par  leurs  valeurs  dans  L'équation   (32),   il 

\  ienl 


(a-f-  8)*— |  a  —  S)* 


— -  —  ii-  = 


a2  =  i . 
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ou,  d'après  l'équation  (4o), 


h'  u'         ne     . 

//■       i 


/       1  r         - 

=  —  D  «2  4-  CT2 


11  suit  de  là  que  ?—    -  est  un  nombre  entier,  l'osons 
1  2 

a  -4-  o 

i  .'i  i  )  s =  /  : 

2 

on  a 

i  \%)  *2_r-Du2=a2, 

el  les  nombres  a,  (5,  v,  o  sont  donnés  par  les  équations  (38  .  |  3g  >. 

(4o),(40 

t  —  bu 
(43) 

l  14) 


(7 
—  CM 


(45)  ï=—  ' 

.  ',ii ,  8  = 


/  —  bu 


Réciproquement,  si  l'on  détermine  deux  nombres  entiers 
satisfaisant  à  V équation  I  \-> .),  puis  qu'on  prenne  pour  y.,  [j.  y,  8 
/es    valeurs   données  par  les  foi-mules  (43),  (44)»  (45),  (  i()  I  : 

i"  ces  valeurs  sont  entières;   2°  la  substitution  (  )  laisse 

\Y     8 
invariable  la  forme  (a,  b,  c). 

En  elTct  : 

i°  a-  divisant  a  cl  c,  [ii  et  v  donnés  par  les  formules  (44)  ct  (  î  '  ' 
sont  des  nombres  entiers.  De  plus,  c2  dix  isant  ac  et  4^2  divise  î  I  >. 
l'équation  (42)  montre,  par  suite,  que  <r2  divise  ^i-.  Donc  s- 
divise  2 /.  Il  divise  d'ailleurs  ib.  Ceci  montre  que  2a  et  28  donnés 
par  les  formules  (43)  et  (46)  sont  des  nombres  entiers.  D'ailleurs 

leur  somme  '     étant  un  nombre  pair,  ces  deux  nombres  sont  de 

a  l 

même  parité. 
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lui  fin  leur  produit 


,(  t*        6*U»)  i  (<T!  —  nn/'-  i 


=  «(-;H 


étant  pair,  ces  deux  nombres  sont  pairs. 

Les  nombres  2a  et  20  étant  pairs,  les  nombres  a  et  0  sont  en- 
liers. 

-  '    Pour   vérifier  que  la  substitution    I  )    laisse  la  forme 

(rt,  6,  c)  invariable,  il  suffit  d'effectuer  cette  substitution,  en 
remplaçant  a,  fâ,  y,  8  par  leurs  valeurs,  et  de  tenir  compte  de 
l'équation  (4^). 

318.  Équation  de  Pcll.  —  Tout  revient  à  trouver  les  valeurs 
entières  de  t  et  de  u  satisfaisant  à  l'équation  (42)>  cette  équation 
se  nomme  équation  de  Pcll.  Or,  clans  le  cas  qui  nous  occupe, 
D>o,  la  résolution  de  l'équation  de  Pell  est  très  simple.  Il  suffit 
de  donner  à  u  les  valeurs  o,  ±1,  ±2,  ...  croissantes  en  valeur 
.1  bsolue,  jusqu'à  ce  que  la  valeur  correspondante  de  (2 

ti  =  ffs_  rj  W2 

devienne  négative  et,  par  suite,  inadmissible.  A  chaque  valeur 
de  //,  correspondra  o  ou  2  valeurs  de  t,  suivant  que  1- — Do- 
sera ou  non  carré  parfait. 

Examinons  les  choses  d'un  peu  plus  près  : 

i°  D'abord  on  peut  toujours  prendre  pour  u  la  valeur  o,  il  faut 
prendre  alors  pour  /  l'une  des  valeurs  ±<r.  Ces  valeurs  de  u  et  t. 
transportées  dans  les  formules  (43),  (44)?  (45),  (4*>)<  donnent, 
pour  a.  [j,  ■'•  S,  les  valeurs  (±1,  0,0,  ±1),  c'est-à-dire  qu'on  ob- 

tient  ainsi  la  substitution  identique  et  la  substitution  (  ) 

évidentes  a  priori.  La  seconde  substitution  est  celle  que  nous 
avons  désignée  par  I  (n°  295). 

a0    Essayons  maintenant  pour  u  les  valeurs  ±1,  il  en  résulte 

Faisons  les  remarques  suivantes  : 
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1 .1  quantité 

i I  »       \ac         ïb) 

esl  positive  et  <li\i-il>le  par  <r2. 
I ,c  (|uoi ient  d«'  1 1  )  par  7- 


a  c        /  >  h  \  J 

7     7  ',      7     / 


esl  évidemment  congru  à  o  ou  à       i  (mod  \  ».  Donc  ce  quotient  est 
égal  au  moins  à  3.  On  a  donc 

(48)  4D     ; - 

(  )n  conclut  de  là  que  la  valeur  (  \~)  de  ï-  ne  peut  être  positive 

ou  nulle  c[iie  si 

il)      ;t 

ou 

Dans  le  cas  où  4D  r  -  3<t2,  t  esl  pair,  et  Ton  obtient  pour  /  l'une 
des  ilcux  valeurs  ±:  ■  • 

•2 

<  )n  a  alors  quatre  systèmes  de  solutions 

//  i .  u  = —  ï,  h  -  ■  i,  //  i . 

•7  17  7  CI 

t  —    -  ,  t  —    -  >  /   —   —    -,  £  =  —    -  J 

2  2  2  2 

qui  donnent  quatre  substitutions  : 

^      ■>. 


-h  \  ,         '■         h 

2  —  C 

7  <T 

-a 

/  \  — «  ' 


5 


\ppelons  A  la  première  de  ces  substitutions,  «m  voit  facilement 
que  les  trois  autres  sont  \    '.  VI,  A-1  1.  Avec  la  substitution  iden- 
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lique  et  la  substitution  I,  cela  fait  en  tout  six  substitutions  modu- 
laires  qui  transforment  la  forme  en  elle-même. 

I  >an>  le  cas  où  4D  =  4  s-2  5  on  obtient  pour  /  la  valeur  /  =  oel 
l'on  a  deux  systèmes  de  solutions  : 


a         i . 
t  —  o, 


qui  donnent  deux  substitutions 
/—  b    — 


L'une  étant  \,  l'autre  est  Al.  Avec  la  substitution  identique 
cl  la  substitution  I,  cela  fait  en  tout  quatre  substitutions  qui  trans- 
forment la  forme  en  elle-même. 

3°  Enfin  on  ne  peut  donner  à  //  de  valeurs  supérieures  à  i;  car 
on  aurait  alors 

Donc 

(i=  72_  o»±    7*—  4D. 

Or  t2 — 4D  est  négatif,  à  cause  de  l'inégalité  [8  .  La  valeur 
de  t-,  étant  négative,  ne  peut  convenir. 

En  résumé,  on  a  trouvé  dans  tous  les  cas  les  substitutions 
modulaires  qui  laissent  une  forme  invariable. 

En  général  il  n'y  en  a  que  deux. 

Lorsque  4D  =  3s--,  il  y  en  a  six. 

Lorsque  4D  =  4^",  il  J  en  a  quatre. 

319.  Remarque.  —  Dans  tous  les  cas,  il  est  évident,  a  priori, 
que  les  substitutions  modulaires  qui  laissent  une  forme  invariable 
formenl  un  groupe.  C'est  ce  que  l'on  vérifie  facilement. 

320.  Exemple  l.  —  Reprenons  les  deux  formes  équivalentes 

du  n"  315  : 

;<>()./•-  —  SSS.rr    ,    1;  IX  r-. 

35.r2—  îBj^-j'  —  ■>. i  <  i •-. 

<  >n   passe  de  la  première  a  la  forme  réduite  par  la  substitution 
STS   «TS3TS-». 
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<  >n  passe  de  la  seconde  à  la  forme  réduite  par  la  substitution 

S_3Ts-3TS-'. 
On  passe  donc  tir  La  première  à  la  seconde  par  la  substitution 

-  rS    »TS»TS-'  ix(S-«TS-»TS    : 

ou 

STS-*TS    I  - 

En  faisant  le  calcul,  <>u  trouve  (pie  cette  substitution  est  la  su  i- 

\  aille  : 

.3  37; 

Cherchons  maintenant  toutes  les  substitution-  modulaires   qui 
t  ransforment  la  forme 

'...(,^2—  888^7 -i- 638 _/' 

en  elle-même.  On  a  ici 

D  =  6,        7i 

L'équation  en  L  et  a  est  donc 

t*—  6m*  =  r, 

qui  n'a  que  les  deux  solutions  : 

u  =  o,         u  -    0, 

t  —  I,        I     —  I, 

c'est-à-dire  qu'il  n'\  a  que  la  substitution  identique  ou  la  substi- 
tution 1  qui  répondent  à  la  question.  U  n'y  a  donc  que  les  deux 
substitutions  : 

qui  transforment  la  forme 

!...,./■-         KSX.,;r         638  JK2 

en  la  forme 

[84  ■';>'      2  i  i 

321.  Exemple  IL-  Quelles  sont  1rs  substitutions  qui  trans- 
forment la  forme  7.x-      \oxy      \  \v-  en  elle-même? 
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2. 

<  )n  a  ici 

7   -        >, 

D  =  3, 

L'équation  en  /  et  u  est 

p+  3«2=    j. 

Elle  a  comme  solutions  : 

u  =  o,          u  —  o               u  —  1  ,          u  =  —  ï,          u  =  —  I . 

u  —  I  , 

/           '.              É  =  —  2,              t  =  l,             t—  —  I,              t  —  l, 

/  =  — 1. 

289 


Le  premier  système  de  solutions  donne  la  substitution  iden- 
1  i«]  ne. 

Le  second  donne  la  substitution  1. 

Le  troisième  donne  la  substitution  A  =  ( 

Les  trois  autres  donnent  A-1,  AI  et  A-1 1. 

322.  Résolution  du  troisième  problème  du  n°  30o  pour  les 
formes  à  discriminant  positif. 

Eta  nt  donné  un  discriminant  positif ,  trouver  les  différentes 
classes  de  formes  ayant  ce  discriminant. 

Soit  D  le  discriminant  donné.  Il  suffit  de  trouver  les  formes 
réduites  avant  ce  discriminant.  Or,  dans  une  forme  réduite,  on  a 

<  )n  prendra  donc  pour  b  toutes  les  valeurs  entières,  positives, 
négatives  ou  nulles,  satisfaisant  à  cette  condition.  Ces  valeurs  sont 
<-n  nombre  limité. 

Une  valeur  de  b  étant  choisie,  on  a 

ac  =  &2-r-  D. 

(  )n  décomposera  donc,  de  toutes  les  façons  possibles,  b2-\-D 
en  un  produit  de  deux  facteurs  positifs  ('),  et,  parmi  toutes  les 
valeurs  possibles  pour  a  et  c,  on  choisira  celles  qui  donnent  une 
forme  réduite  (a,  b,  c). 

<  '  )  On  suppose  toujours  a  et  c  positifs. 
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Il  importe  de  remarquer  que  l'on  obtient  ainsi  un  nombre  fini 
de  formes. 


323.   Exemple  I 
I  >ans  ce  cas 


l»      i 


'■  \  :. 


Donc 
Uors 

I  )ulir 


I, 


a  =  c  —  i . 


11  n'y  a  donc  qu'une  forme  réduite  de  discriminant  i,  à  savoir 

y-- 
Exemple  II  : 

D  -  .. 

Dans  ce  cas 

■    1*1  \  ;. 

Donc 

b  =  o. 
Alors 

ac  =  2. 

D'ailleurs  a  doit  être  plus  petil  que  c.  Donc 

a  =  i ,  c  =  2. 

Il  n'y  a  donc  qu'une  forme  réduite  de  discriminant  2,  à  savoir 

x2-~  ■•)-. 
Exemple  111  : 

D  =     1. 

I  );ms  ce  cas 


l  1 


I  )om 

b  =  o         ou         6  =  ±  1 
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Si  b  =  o, 

(IV  =    j. 

Donc 

a  =  i ,         c  =  3. 

Si  6  i. 

'/c  =  j. 

D'ailleurs  a  doit  être  au  moins  égal  à  [  2&  j,  c'est-à-dire  à  2.  Donc 

«  =  2,         c  =  2. 

'/  et  c  ri, mi  égaux,  6  doit  cire  positif.  Donc  b  =  1 .  En  résumé,  il  y 
a  deux  formes  réduites  de  discriminant  3,  à  savoir 

x2-+-  3j-     >■(      >./-  -+-  %xy  -h  iy"-- 

Eue  mp  /c  1 1    : 


Dans  ce  cas 

Donc 

Si  b  =  o, 
Donc 

Si  b  =  ±  1 , 


D  =  7. 

0=o         ou         6  =  riz  1 . 

<7c  =  7. 

CT  =  I,  C  =  7. 

«C  =  S. 


D'ailleurs  a  doit  être  au  moins  égal  à  2;  donc 

"      '2-       c  =  4- 

La  condition  26  ;—  —  a  montre  que  6  ne  peut  cire  égal  à  —  1  ; 
donc  6  =  1.  En  résumé,  il  y  a  deux  formes  de  discriminant  -,  à 

savoir 

7^2    et    aar*-+-  aay  -+-  i,/2. 

E. rcmplc   I    . 

I)       11. 

I  ><i  n s  ce  cas 


h 
donc 


*l/£ 


C.  1 G 
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Si  b  =  «  » , 

i  i  : 
donc 

a  —  1 ,  c  =  i  i . 

Si  A  =  ±  i, 

- 1  c       \  >.. 

D'ailleurs  a  doil  être  au  moins  égal  à  >  :  dom 

</       >.        c  =  6, 
ou 

«  =  3,         c  —  (. 

IMais  si  a  =  2,  A  ne  peul  èlre  égal  à  —  i .  En  résumé  il  y  ;i  quatre 
formes  réduites  de  discriminant  i  i . 

x--\-i\y-,     i.T--r-  •'/)•       (>/2,     3  x%  ■+-  i  xy  ■+■  jr'.      i  /  -  —  >..r^- —  j  r-. 

Exemple  VI  : 


Dans  ce  cas 

donc 

Si  A  =  o 

donc 

Si  &=±i. 


D  =  ,7. 

o,        &=        i.        6  =  ± 

<ZC   =   |  -  : 
a  I  .  rl~. 

a  <    =  1 8 . 


D'ailleurs  a  doil  être  au  moins  égal  à  2. 
On  peut  donc  prendre 

a  =  1,        c 
a  =  3,         c  =  6. 
Si  &  =  ±  2 

rtC  =    21. 

Mais  a  devant  être  égal  au  moins  à  j,  le  plu-  petit  diviseur 
de  'i  supérieur  à  4  esl  7;  mais  si  l'on  prenait  a  =  7  il  faudrait 
prendre  c  =3,  ce  qui  ne  doil  pas  être;  donc  on  n'obtient  pas  ainsi 
de  nouvelle  forme  réduite. 
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En  résumé,  il  \  a  cinq  formes  réduites  de  déterminant  17. 

x'-->r  17 y2,     '.)j2±2a;/H-9j'2.     3a?2±  ixy  •+■  6^2. 

§  V.  —  Résolution  des  problèmes  du  n"  305  pour  les  formes 
à  discriminant  négatif.  Équation  de  Pell  pour  un  discriminant 
négatif. 

324.    Soil  1  a\  h,  c)  une  forme  à  discriminant  négalif. 
Nous  supposons  donc  D  =  ac  —  b-  •<  o. 
Il  en  résulte  que  L'équation 

a  (.0-  +  2  b  a)  -4-  c  =  o 

.1   deux  racines  réelles 

—  è  ±  V/^D 

> 

a 

ou 

—  6  ±  /À 


(i 
en  posant 

—  D  =  A, 
A  esl  alor>  positif. 

Ces  racines  sont  d'ailleurs  incommensurables,  puisque  nous  sup- 
posons toujours  que  — D  n'est  pas  carré  parfait. 

Ce  sont  des  nombres  algébriques  du  second  degré.  Nous  les 
appellerons  racines  de  la  forme. 

Nous  distinguerons  la  racine  qui  correspond  au  signe  -h  du 
radical,  que  nous  appellerons  première  racine  et  désignerons 
par  iù{ ,  de  l'autre  que  nous  appellerons  seconde  racine  et  désigne- 
rons par  w2. 

—  b  -4-  v/Â  A  —  v'Â 

Si  >/  >  0  la  première  racine  est  la  plus  grande.  Si  a  <<  0  c'esl  le 
■  ont  raire. 

325.  Remarquons  que  la  connaissance  d'une  forme  entraîne 
celle  d»1  son  discriminant  el  de  sa  première  racine. 

Réciproquement,  si  Von  connaît  le  discriminant  et  lu  pre- 
mière racine  d'une  /'<>////<■.  celle  forme  est  déterminée. 

En  effet,  si  l'on  connaît  la  première  racine,  on  connaît  la  seconde, 
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qui  esl  le  nombre  conjugué.  On  a  donc 

A-  —  ac  —  A. 

—  b  -f-  \/l 


i,  -  /Â 


<"i- 


(  >u  en  tire 


•  \  A 

U)]  -       ">  . 

_  ,   <„,  _|_   Wj)   y/Â 

a»j  —  m-, 

2(0|  U>2  y  A 

c  =  • 

Wi  —  U>2 

Donc  la  forme  est  déterminée. 

326.  Remarque. —  Les  deux  formes  |  a,  b,c  i,  l  -  a,  —  b.  — c) 
onl  mêmes  racines,  mais  la  première  racine  de  l'une  est  la  seconde 
racine  de  l'autre. 

Réciproquement.  —  Si  deux  formes  de  même  discriminant 
onl  1rs  mêmes  racines',  mais  de  façon  que  la  première  racine  de 
l'une  soit  la  seconde  racine  de  l'autre,  ces  deux  formes  ont  leurs 
coefficients  égaux  et  de  signes  contraires. 

En  effet,  soient  (".  I>.  c  >.  i  a',  //.  c')  ces  deux  formes.  <  >u  a,  par 
hypothèse, 

(49)  I'1 — ac  =-  b'- — a'c'=A, 

,1  ,1 

L'égalité    5o  i  donne 

(a  ■+■  a')  y/Â       ba'  —  ab'. 
\  A  étanl  incommensurable,  ceci  ne  peul  avoir  lieu  que  si 

a        n'        o, 
ba' —  nb       o, 

d'où 

"       —  a', 

b  A. 
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et  alors  de  L'égalité  i  [9)  on  tire 


327.     Substitutions   linéaires  sur   une  seule   variable.   - 
Effectuer  sur  une  variable  to  une  substitution  linéaire  (        „  ),  c  esl 


remplacer  to  par 


'(10  -1-  0 

8N 


Quand  on  effectue  sur  deux  vanablesar,  y.  la  substitution!  V  )' 
la  substitution  (       ^  )  se  trouve  aussi  effectuée  sur  leur  rapport  -  • 

\v    8/ 

Mais  toutes  les  substitutions  qu'on  peut  déduire  de  celle-là.  en 
multipliant  ou  divisant  les  quatre  coefficients  par  un  même 
nombre,  sont  distinctes  comme  substitutions  sur  deux  variables, 
et  ne  le  sont  pas  comme  substitutions  sur  une  seule. 

En  particulier,  si  l'on  ne  s'occupe  que  des  substitutions  à  coef- 
ficients entiers,  de  déterminant  égal  à  ±1;  ou,  plus  particulièrement 
encore,  si  Ton  ne  s'occupe  que  des  substitutions  modulaires,   les 

...         /«    3\    /       »    -  3\    ,.    .  , 

deux  substitutions  (         >  )'  (  >)  distinctes  comme  substi- 

1  niions  sur  deu\  variables,  ne  le  sont  pas  comme  substitutions  sur 
une  seule. 

On  peut  donc  distinguer  le  groupe  des  substitutions  modu- 
laires sur  deux  variables  el  le  groupe  des  substitutions  modu- 
laires sur  une  variable. 

M:2<X.  Relation  entre  les  racines  de  deux  formes  équivalentes. 
—  Soit  une  forme  1  a,  l>.  c)  dont  les  racines  sont  tol  el  w2.  Sup- 
posons que  par  La  substitution  I        .  )i  xS  —  ^y  -  ~  1)  cette  forme 

se  transforme  en  une  équivalente  (a',  U,  c').  II  est  bien  évident 
que,  si  l'on  appelle  w',,u>'2  les  racines  de  laseconde  forme,  relies 
de  la  première  sonl  égales  à 


ï'"l  ''  Y0-*! 

<\>-  sorte  que  :  /es  substitutions  qui  transforment  une  /•unie  en 
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une  autre,  transforment  les  racines  >!<■  I"  seconde  en  celles  de 

lu  première. 

Mais,  je  dis  de  plus  que,  si  aS  —  V  -     i  -  autrement  dit,  si  les 

deux  formes  sont  de  même  classe,  les  racines  de  même  ni  un  ?< 

correspondent.  C'est  le  contraire  si  x8  —  ^    = —  i. 

En  eflfel .  soit 

ato',  —  3 

w  i  —  — ; — ; — >  î 

v"i  ■+-  '* 
on  en  lire 

,  _     8wi  — p 


i"  i  — ■ 

—  7  o  j  i  -h  a 

Supposons  que  a>t  soil  la  première   racine,  remplaçons-la  par 
sa  valeur 

—  b  -+-  \J  b- —  tir 

(D,=    • 

Il  vient 

,  S(—  li  -+-  \Jb- —  ac)  —  pa 


—  y( — b-\-\Jbl — ac)       xa 

En  faisant  disparaître  le  radical  du  dénominateur,  on  trouve 
après  simplifications 

,        — [«*3  ■+-  b(oto  -+-  f}y)  ■+"  cï^  I  +  '  J'J  —  !JjT  I  si  b-—  ac 

'"  I    =     S ï ô ' 

1  aofi-\-  iboL'(  -t-  ry- 

c'est-à-dire 

,        // -f- (  xo —  Py)v^'2 — a'c' 


Donc  :  si  y.o  —  fiy  =  ' 

oj',  est  la  première  racine, 


>i  v.o  —  Py  == 


(>i ,  esl  lii  seconde  racnu 


Réciproquement ,  si  entre  les  racines  de  même  nom,  <•>,  <>/,  de 
deux  formes,  il  existe  une  relation  de  la  forme 

W(  —    — j r  I  xo  -     3Y  -    -+-  1  ), 

V'"i       û  ' 

OU  si   entre  des  racines  de  nom  contraire,  il  existe  une  relation  de 
même  forme  mais  pour  Laquelle  a8 — PY=  -ij  s'  de  plus  les 
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deux  formes  ont  même  déterminant,   on  passe  de    la  première 

i      •      •       /'*    P\ 
forme  à  la  seconde  parla  substitution  (         ^  )• 

En  effet,  supposons,  pour  fixer  les  idées,  que  la  relation  existe 
entre  les  racines  de  même  nom,  et  que  aS — (5f  =  i.  En  faisant 

-m  la  forme  (a,  b,c)  la  substitution  I         ,    >  on  obtient  une  forme 

avant    même    discriminant    et    même    première    racine    que    la 
forme  (a',  0',  c')  \  elle  lui  est  donc  identique  (n°  325). 

329.  Revenons  maintenant  aux  trois  problèmes  du  n"  305.  Le 
premier  de  ces  problèmes  s'énonce  ainsi  : 

Etant  données  deux  formes ,  de  même  discriminant  (néga- 
tif), roi/-  si  elles  appartiennent  à  la  même  classe  ou  non? 

Soient  (a,  0,  c)  (a',  b',  c')  ces  deux  formes.  Pour  qu'elles  appar- 
tiennent à  la  même  classe,  il  faut  et  il  suffit  que  leurs  premières 
racines  to,  et  (o't  soient  liées  par  une  relation  de  la  forme 

1         70»! -(-c 

Or,  nous  avons  vu  (n°  269)  que  pour  cela,  il  faut  que  les 
périodes  obtenues  par  la  réduction  de  u>,  et  co',  en  fractions  con- 
tinues, soient  composées  des  mêmes  éléments,  dans  le  même 
ordre,  de  façon  que  l'une  des  périodes  se  déduise  de  l'autre  par 
une  permutation  circulaire  des  éléments. 

Cette  condition  est-elle  suffisante? 

Soit  A,  B,  .  .  . ,  L  la  période  de  <o, , 

tO|  =  pn,  a,,  . . . ,  r,  A,  B, . . .,  L,  A,B, . .  .1. 

La  racine  i<)\  axant  une  période  composée  des  mêmes  éléments 
dans  le  même  ordre,  écrivons 


pn',  //' />' ,  A,B L,  A,  B,  . .  ."I, 


la  période  de  <•/,  pouvant  d'ailleurs  commence/    >■//  réalité 
avant  A. 
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A  le  nombre  dc>  élémen  ts  \.  H,  ....  L  de  la  période  . 

/.   le  nombre  des  éléments  m,  u /  ; 

k  celui  des  éléments  ///'.  n' //. 


Soit  d'ailleurs 


On  a  les  égalités 


w,= 


P#-+-  I'. 


Qx^-  S 

P'.r  -f-  R' 

'-  QV+S'' 


.  I..  A.  B,  ...]    -  ./'. 

PS      QR        -1)* 
PS'— Q'R'=  (— 1)*', 


P     R   , 


->  g-  étant  respectivement  la  dernière  et  l'avanl-dernière  réduite 

P'    II' 
de  la  fraction   continue   [m,n,  ..../];  —  ,  — étant  celles  de  la 

Q     ^ 

fraction  continue  [m1,  n' />'],  d'où  en  éliminant  ./  .  un  obtienl 

une  relation  de  la  forme 


avec 


et 


a=  PS-  QR'. 
p  =  PR  — P'R. 
Y=Q'S-QS', 
8  =  PS  —  Q'R 

«8  — Py=  (PS  -  QR  1  1  P  S'-  Q'R') 


,/,  -  /, 


Si    donc    /.    et   /.'   sont  de    même  parité,    k-     /.  '    est   paii 
1  :  donc  les  deux  formes  sont  de  la  même  classe. 


et  dcô  —  py 

Si  /  et  />'  ne  sont  pas  de  même  parité  mais  que  h  est  impair, 
rien  n'empêche  de  supposer  que  la  période  de  10,  commenci  h 
termes  plus  loin.  On  peut  donc,  dans  le  raisonnement  précédent, 
remplacer  k  par  k  -+-  h\  mais  k-\-h-\-k'  esl  pair;  doue  dans  ce 
cas  encore  les  deux  formes  sont  de  la  même  classe. 

Kcstc  le  cas  où  /.  et  /,'  //<■  sont  pas  de  même  parité  el  où  //  est 
pair.  Je  dis  que  dans  ce  cas  les  deux  formes  ne  sont  pas  de  la 
même  classe. 
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En  effet,  <>n  ;> 

\>x      i; 


Qa;-^S 


PS    _QR    -(-i)*, 


P'r-  _l_  R' 

wi=o-^î-J'         P'S'-Q'R'  =  i      0*'- 

Supposons  que  les  deux  formes  soient  de  la  même  classe,  c'est- 
à-dire  que  l'on  ait 

to',  =  ! lr  (ao  —  Py  =  i   . 

Par  l'élimination  de  co,  el  w'(  entre  ces  trois  équations,  on  obtien- 
drait une  équation  de  la  forme 

X  x  -+-  u 
v  a?  —  p 

avec 

X  =  P(aS'-YR')  Q(PS'-  8R), 
H  =  R(aS'—  yR')-i-S(PS'—  8R  . 
v  =  P(YP'-aQ')  +  Q(8P'-PQ'), 
p        R(TP'_aQ')-t-S(8P'— pQ'), 

d'où 

Xp  —  p  =  (PS  —  QR)(P'S'—  Q'R')(aS  -  py)  =  <—  «  )A^'- 

Donc,    dans   le  cas   qui  nous  occupe,   Â   et  k'  étant  de    parités 

différentes,  on  aurait 

X  o  —  fxv  =  —  i . 

Or  celte  égalité  est  incompatible  avec  l'hypothèse  h  pair  d'après 
le  théorème  du  n°  270. 

Dans  ce  cas,  les  deux  formes  sont  équivalentes,  mais  non  de 
même  classe. 

Eu  résumé,  pour  que  deux  formes  de  même  discriminant 
négatif  soient  de  la  même  classe,  il  faut  et  il  suffit:  l°  que 
leurs  premières  racines  développées  en  fractions  continues 
donnent  naissance  a  des  périodes  composées  des  mêmes  élé- 
ments a1  ans  le  même  ordre,  de  façon  que  l'une  des  périodes  se 
déduise  de  V  autre  par  permutation  circulaire  des  déments: 
■>."  que  le  nombre  des  éléments  de  la  période  soit  impair,  ou 
huai,  si  ce  nombre  est  pair,  que  les  nombres  d'éléments  qui, 
dans  chaque  fraction,  précèdent  un  même  élément  >/<■  la  pé- 
riode, soient  de  même  parité. 
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330.   Exemple  I .  —  Soient  les  deux  formes 

/  -    h  -iory  —   ,'  i  l 


el 

de  discriminanl 
On  a 

el 


---  i  i  i  '• 


210a  i 


o),=  —  i-f-  /5  =  [1,4,4,4.  ...] 

[  O  5        y/  ) 


-145 


1 .  ;.  1.5.  |,  i,  i,  . . .  ]. 


Les  deux  périodes  sont  identiques.  De  plus  h=  1  est  impair 
Donc  les  deux  formes  sonl  de  même  classe. 

Exemple  II.  —  Soient  les  deux  formes 

77  x-—  \orj-       :>v\ 
')./- —  \oxy  -i-  iy- 


d( 

discriminant  - 
On  a 

—  1  5 . 

tU] 

20  -4-  \/i5 

77 

et 

<> 

,        5  +  /~ 

5 

[o,  3,  4 


.  > .  »,  2,  », 


D,  I,  3,  2,   !.'....!. 

Les  deux  périodes  se  déduisent  lune  de  l'autre  par  permutation 

circulaire;  A  ■>.  est  pair.  Mais  en  faisant  commencer  la  période 
de  tù'{  au  quotient  incomplet  ?.,  de  façon  que  les  périodes  soient 
identiques,  on  a  k  =  Jc'=3.  Donc  /.•  et  /.'  sonl  de  même  parité. 
Donc  les  deux  formes  sont  de  même  classe. 

Exemple  III.  —  Soient  enfin  les  deux  formes 


x"-  —  ,  i--. 
x--\-  6ccy  —  6jk2i 


de  discriminant 
On  a 


el 


(O,   = 


=  /3  =  [i, 


1.  •.  1.  2, 


v/3" 


|i,  i,  1,  .».,  1,2,  .  .  .  | 
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Les  deux  périodes  sont  identiques;  h=2  est  pair,  /.  ■  =  i , 
/»'  =  2  sont  de  parités  différentes.  Donc  les  deux  formes  sonl  équi- 
valentes, mais  non  de  même  classe. 

331 .  /  utre  façon  d'exposer  les  résultats  précédents .  Formes 
réduites.  —  On  peut  exposer  la  solution  précédente,  de  manière 
à  rappeler  celle  qu'on  a  donnée  pour  les  formes  à  discriminant 
positif.  En  effet,  nous  montrerons  encore  que  toute  forme  est  de 
même  classe  qu'une  forme  particulière,  dite  /orme  réduite,  et  nous 
serons  ramenés  à  voir  si  deux  formes  réduites  sont  équivalentes. 

Vous  appellerons  forme  réduite,  dans  le  cas  des  formes  à  dis- 
criminant négatif,  une  forme  dans  laquelle  la  première  racine 
est  supérieure  à  i,  et  la  seconde  comprise  entre  — ■  i  et  o. 

Pour  qu'une  forme  (a,  h,  c)  soit  réduite,  il  faut  d'abord  que  la 
première  racine  soit  supérieure  à  la  seconde,  ce  qui  exige 


Ensuite,  il  faut  que  le  nombre  i  soit  intérieur  et  le  nombre  —  ; 

extérieur  à  l'intervalle  des  racines,  ce  qui  donne  les  deux  autres 

conditions 

a  -+- 1  b  ■+-  c  <  o , 

a  —  %b  -+-  c  >  o. 

Enfin,   il  faut  que  les  deux  racines  soient  de  signes  contraires. 

Donc  il  faut 

c<  o, 

Ces  quatre  conditions  sont  d'ailleurs  suffisantes. 
La  propriété  fondamentale  et  caractéristique  de  ces  formes  ré- 
duites est  la  suivante  : 

Lorsqu'une  forme  est  réduite,  sa  première  racine  se  déve- 
loppe en  fraction  continue  périodique  simple  et  récipro- 
quement. 

Ce  théorème  résulte  immédiatement  de  ce  qu'on  a  dit  au  n" 268. 

332.  Toute  forme  est  de  même  classe  qu 'une  forme  réduite 
au  moins.  —  En  effet,  soit  une  forme  (a,  b,  c).  Développons  sa 


CHAP.    VI.  LES    FOR  MRS    QUADRATIQUES    BINAIRES. 

première  racine  en  fraction  continue.  Soil 

U»j        I  m.n r.  A.,  B,  ..  .,  L,A,  B,  .  .  .]. 


Soil  //  !<■  nombre  des  termes  <!<■  la  période  \.  I! L;  soil  /. 

le  nombre  des  termes  irréguliers  ///.  /// /■. 

Posons,  m  /.  est  pair, 


I   \.  B I..  \.  B,  ...  I. 


Posons,  si  /.  es!  Impair, 


!..  \.  B, 


_:ï 


Dans  Les  deux  cas  on  a  une  relation  de  la  forme 
Px-h  R 


Qa; 


(PS-Qi;         t). 


D'ailleurs,  il  est  évident  qu'un  nombre  algébrique  du  second 
degré,  est  toujours  la  première  racine  d'une  certaine  forme. 

Donc,  x  est  la  première  racine  d'une  certaine  forme.  I  lette  forme 
esl  réduite,  et  elle  est  de  même  classe  que  la  forme  (a,  A,  c  »,  puis 

qu'elle   s'en    déduit   par    La    substitution   modulaire   (  ).    Le 

théorème  esl  donc  démontré. 

Remarquons  d'ailleurs  que  l'on  pouvait  faire  commence!  la 
période  de  x,  deux  éléments  ou  quatre,  etc.,  plus  loin.  Donc, 
excepté  pour  A  i  ou  h  2,  il  y  a  plusieurs  formes  réduites 
équivalentes  à  la  proposée. 

333.  Maintenant,  le  premier  problème  du  n°  305  esl  ramené  au 
suivant  :  Reconnaître  si  deux  formes  réduites  sont  de  la  même 
classe.  C'est  ici  que  l'aspect  de  la  solution  esl  différent  de  ce  qu'il 
était  pour  les  formes  à  discriminanl  positif.  Pour  les  formes  à  dis- 
criminant positif,  nous  avons,  en  effet,  vu  (n°  311)  que  deux 
formes  réduites  ne  peuvent  être  de  même  classe  sans  être  iden- 
tiques. Il  n'en  esl  |>a-~  de  même  pour  les  formes  à  discriminanl 
négatif. 

En    effet,   si    l'on   applique  aux   formes  réduites  la    c lition 
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trouvée  au  n°  329,  on  voit  que  :  pour  que  deux  jormes  réduites 
soient  de  même  classe,  il  faut  et  il  suffit  :  i°  que  leurs  premières 
racines,  développées  en  fractions  continues,  donnent  naissance 
à  des  périodes  composées  des  mêmes  éléments  dans  le  même 
ordre,  de  façon  que  l'une  des  périodes  se  déduise  de  Vautre 
par  permutation  circulaire  des  éléments;  ■>."  que  le  nombre 
des  éléments  de  la  période  soit  impair,  ou  bien  si  ce  nombre 
est  pair,  que  le  nombre  d'éléments  qui,  dans  la  seconde  frac- 
tion, précède  l'élément  qui  est  à  la  première  place  dans  la 
première  fraction,  soit  pair. 

334.  Etant  donnée  une  forme  réduite,  il  est  facile  de  former 
toutes  les  formes  réduites  qui  sont  de  même  classe  qu'elle.  Soit, 
en  effet , 

l  m  i  x  =  ["  A,B,  ...:  L,  A,  B.  .  .    I 

le  développement  en  fraction  continue  de  la  première  racine  de 
la  forme.  Cette  forme  est  équivalente  à  celles  qui  ont  pour  pre- 
mières racines  les  nombres 


c'est-à-dire  les  nombres  qu'on  obtient  en  faisant  commencer  la 

fraction  continue  (5i)  successivement  au  3e,  au  5°,  etc.,  élément* 

Soit  h  le  nombre  d'éléments  de  la  période  de  x.  Si  h  est  pair, 

il  \  ,i      formes  réduites  équivalentes  à  la  proposée;  si  //  c^i  impair, 

il  y  en  a  A. 

335.  Résolution  du  second  problème  du  n°  305.  Nous 
allons  maintenant  résoudre,  pour  les  formes  à  discriminant  né- 
gatif, le  second  problème  du  n°  305. 

heur  formes  èi  diseri minant  négatif  ayant  cte  reconnues 
>//>/>  irtenir  à  la  même  classe,  trouver  les  substitutions  modu 
laires  qui  permettent  de  passer  de  la  première  à  la  seconde. 


'  '  » 
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La  méthode  qu'on  vienl  d'employer  pour  reconnaître  que  deun 
formes  a,  6,  c  t,  (a',  &',  c'  i  appartiennent  à  la  même  classe,  donne 
en  même  temps  une  substitution  modulaire  <pii  transforme  l'une 
dans  l'autre.  En  effet,  on  a  trouvé,  au  n°  329,  une  substitution 


G 


Q    s 


qui  transforme  x  en  to,,  et  une  substitution 


11  = 


Q 


■  >J 


qui  transforme  .e  en  w, . 

DansCes  conditions,  il  esl  évidenl  que  la  substitution  G  trans- 
forme la  forme  I  a,  /;,  c)  en  la  forme  (//.  p.  J'y.  \  en  appelanl  i  rf,  e,/ 
la  forme   qui  admets  pour  première  racine];   el  que  M    '   trans- 
forme (d,e,f)  en  (a',b',c').  Donc  la  substitution   Gll~'  trans- 
forme i  a .  b,  c)  en  (a',  b',  c').  Elle  répond  donc  à  la  question. 

Il  faut  maintenant  trouver  fautes  les  substitutions  modulaires 
qui  transformenl  (a,  6,  c)  en  (a,  &',  c'). 

Il  suffît  pour  cela  de  trouver  toutes  les  substitutions  modulaires 
(iui  transforment  to'(  en  to,  et  de  prendre  toutes  ces  substitutions-là 
el  toutes  relies  qu'on  en  déduit  en  changeant  les  quatre  coeffi- 
cients de  signe  (n°  327). 

Soil  L  une  substitution  modulaire  et  qui  transforme  x  en  lui- 
même.  Il  esl  é\  ident  que  la  substitution 

GLH    i 

transforme  (a,  6,  c)  en  (a1,  b',  c')  et  par  suite  '•>',  en  to,. 

Réciproquement,  soit  K.  une  substitution  modulaire  transfor- 
mant w'.  en  (')(;  il  esl  évidenl  que  la  substitution 

c.-'kil 

transforme  la  forme    <l .  e,  /')  en  elle-même,  et  par  suite  x  en  lm- 
iiiiinc. 

l'osons  celle  substitution  égale  à  L.  <  m  a 

G  iRH=  L; 
d'où 

K      GLH    i. 

En  résumé,  <>n  voit  que  /><>///■  trouver  toutes  les  substitutions 
modulaires  transformant  tu',  en  <>>,,  il  faut  trouver  toutes  1rs 
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substitutions  modulaires  transformant  x  en  lui-même;  puis 

multiplier  ces  Substitutions,  à  gauche  par  G,  à  droite  par  H-1. 

336.  Nous  allons  donc  chercher  les  substitutions  modulaires 
i|ui  transforment  x  en  lui-même. 

Considérons  la  fraction  continue  formée  par  les  éléments  d'une 
période  de  x,  >i  le  nombre  h  de  ces  éléments  est  pair,  ou  par  les 
éléments  de  deux  périodes  de  j\  dans  le  cas  contraire. 

Soit  [A,  B,  ..  .,  L]  cette  fraction  continue. 

P  R 

Appelons  ^  la  dernière  réduite  et  ~  l'avant-dernière  réduite 

de  cette  fonction.  <  )n  a 

_  Piar  +  R{ 
~  Q{x  -h  Si 
el 

P^—QtR,  =  -+-!, 

puisque  le  nombre  d'éléments  de  la  fraction  continue  est  pair. 

Donc  la  substitution 

/Pi     B, 

VQi     S, 
répond  à  la  question . 

Considérons  maintenant  les  fractions  continues  qu'on  obtient 
en  prenant  les  éléments  de  2,3,  f,  5,  ...  périodes  lorsque  h  est 
pair;    [,6,  8,  io,  . . .  périodes  lorsque  h  est  impair. 

<  )n  obtient  de  la  même  façon  de  nouvelles  substitut  ions. 


/P«    R2\       /«',    Rs\ 

1   QS     Sj'       VQ2     S3/ 


répondant  à  la  question. 

Enfin,  les  substitutions  inverses  des  précédentes  répondent 
également  à  la  question. 

337.  Je  <li>  que  ce  sont  la  toutes  les  substitutions  répondant  à 
la  question. 
I  m  effet,  >oii 

l         U  (a8-8v  =  i) 


une  telle  miI^i îtul i<»n . 

Nous  allons  d'abord  trouver  des  Inégalités  auxquelles  satisfont 


256  <  MM'.    VI.  LF.S    FORMES    QDADBATIQUBS    BINAI RBS. 

les  coefficients  a,  [3,  y,  8.  <)n  a  par  hypothèse 

■j  r 
a?  =  ^  • 

•;./■ 

<  >n  en  i ire 

-;./■-   h  (8  —  a  o. 

Or  cette  équation  ayant  pour  racine  le  nombre  x  qui  se  déve- 
loppe en  fraction  continue  périodique  simple,  a  nécessairement 
ses  deux  racines  de  signes  contraires,  la  positive  étant  ]>lus 
grande  <|tie   i.  cl   la   néi;ati\f   plus  grande  que   — i   (n"268). 

Comme  on  peut  évidemment  supposer 

Y>  °. 

car  sinon  on  changerail  le  signe  des  quatre  coefficients  a.  B3  v,  8, 
les  conditions  précédentes  s'expriment  par  les  inégalités 

5  |  ,  v    -    o       z-|3       m. 

(55)  Y  —  5  -h  x  —  p  >  o. 

Les  nombres  [j  et  y  étant  positifs,  il  en  est  de  même  de  (3v. 
L'égalité 

i  i6  i  *S  -  pT  =  j 

montre  alors  que  le  produit  a8  est  aussi  positif,  c'est-à-dire  que 
-/ cl  o  sont  de  même  signe.  Mais  remarquons  maintenant  que,  si 
dans  une  substitution  de  la  forme  <  V>  i,  les  deux  coefficients  y.  el 
S  ont  un  certain  signe,  lorsque  les  deux  autres  sont  positifs;  dans 
la  substitution  inverse 

—  o  x  -+-  S 

X  = *- , 

',  ■'■  —  a 

les  coefficients  qui  occupent  les  places  a  cl  o,  dans  la  substitution 
précédente  ont  le  si^nc  contraire  lorsque  les  deux  autres  coeffi- 
cients  sont   encore  positifs.  Donc  on   peut  se  borner  à  cbcrcbcr 

les   Substitutions  de   la   forme  i  ,"> 2  )  pour   lesquels  on  a 

a  >  <>.  P       <>.  y       °i         &  >  o. 

ci  l'on  aura  ensuite  à  adjoindre  aux  substitutions  trouvées  leurs 
inverses. 
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Je  dis  que  L'on  a 

P  :«. 

En  effet,  si  L'on  avait 

(  ">:  )  P     *, 

L'inégalité  ( 55)  donnerait 

(58)  Y>8- 

Des  inégalités  (5-)  et  (58  |  on  déduirait 

Py>  arô, 

ce  qui  est  incompatible  avec  l'égalité  (56). 

On  a  done 

P  <«. 

338.   Ceci  posé,  réduisons  -  en  fraction  continue. 
Soit 

-=[a,b,...,l]i 

Y 

-  étant  irréductible,  à  cause  de  L'égalité  (56),  est  identique  à  la 
dernière  réduite  de  cette  fraction  continue. 

D'autre   part,  soit  £r  l'avant-dernière  réduite  de  cette   fraction 
continue. 

On  a 

x,     3'       •; 
.•I 

x8'-P'y=      :i. 

suivant  «pic  le  nombre  des  quantités  c/.A /  est  pair  ou  im- 
pair. Mais  on  peut  toujours  supposer  que  ce  nombre  ésl  pair  el 
que  y.o' —  3y'            i.    Il  suffit,  en  effet,  dans  le  cas  contraire,  de 

remplacer  /  par  (/—  r)H  — 
Soit  donc 

i  »'i  i  xo'    -  P'y  =  i. 

le  nombre  (\r>  quantités  <■/,  l> /  élanl  pair. 

Des  égalités  (56)  et  (5(j)  on  déduit 

(6°)  *(3      3')      y(P-p'); 

G.  ,7 
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■j.  <li\  ise  doni  yi  /  —  y  i.  Mais  il  esl  premier  avec  y  :  donc  il  dn  ise 
3 —  3'.  Or  3  cl  3'  sonl  plus  petits  < | m . •  a. 
Donc 

P  = 

el  L'égalité  (60)  donne  alors 
(61)  o  =  S. 

L'égalité  (  53  )  >'écril  alors 


d'où 


il    ou 


/■ 

■J.  r 

■+■ 

P 
S' 

> 

JT 

-K 

b,  . 

.  / 

./    . 

F 

=  1 

a  h 

/. 

'/. 

b.  . 

Comme  il  n'y  a  qu'un  développement  possible  de  x  en  fraction 

continue,  el  que  d'ailleurs  la  suite  ".  b /  contient  un  nombre 

pair  d'éléments,  celle  suile  se  compose  d'une  ou  plusieurs  foi-  la 
-h lie  1  A ,  15 L)  définie  au  n"  336.  Donc  la  substitution 


est  une  des  substitutions  «pie  nous  avons  désignées   plus  liant   par 
/P,     R,\        (\\     Rt\ 

U   sj'    U.   sj    •••• 

Il  est  doue  démontré  que  les  substitutions  (  ).  changeant  a 

en  Lui-même,  pour  lesquelles  a,  fi,  v,  8  sonl  positifs,  ne  sonl  autres 

<|UC  les  siibslilul  ion- 


1  |       i., 

Qi    s, 


v,    n, 

M. 


Quant  aux  substitutions  dans  lesquelles  y.  S,  v,  8  ne  sonl  pas 
tous  positifs,  nous  avons  dit  que  ce  sont  les  inverses  des  précé- 
dentes. 

Donc,  eu  définitive,  le  procédé  indiqué  au  d°  336  donne  bien 
toutes  les  substitutions  modulaires  transformanl  x  en  Lui-même. 
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■iog 


339.   Remarque.  —  Toutes  ces  substitutions  constituent  la 
suite  des  puissances,  positives  ou  négatives,  de  I"  substitution 


Pi     H, 

Qi    S, 


Il  suffit,  pour  le  démontrer,  de  démontrer  que  la  substitution 

P      ,      ftjM-A  ,  ,    •       i      ,  .       •        •         /p«      R«\  , 

)  est   le    produit    de   la    subslilulion       „  par    la 

q  ,  sn+1y        '  \q„  s„;  ■ 

.     •  /Pi    Ri 

substitution 

En  effet 


(  /i  périodes  \  .  I).  . . .,  L). 


Y  P 

s'obtient  en  remplaçant  dans  ~  le  dernier  quotient  incom- 


Q 

plet  I-  par 


i 
Q. 


i  j  p 

s'obtient  en  remplaçant  dans  — -  le  dernier  quotient  incom- 

plet  L  par 


DoiK 


el 


Q,1'"  :   R"   _  IMV;-<»,i: 
F'n   -4_s  PiQ»+QiS« 


J^P    -  li 

IWt  =  S,     "  '  "       !;,r       si:. 

Sim-i        I  !  i  Ri  Q/i      S  i  S„ 

3i 
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D'ailleurs  on  \<>ii  facilement  que  les  nombres  l\  I',,  Q|R« 
el  Pi^^//  Qi  Sfl  sont  premiers  entre  eux;  <lc  même  les  nombres 
R|Pn      si  ','/  cl  lii'^/,      S|Sn.  Les  égalités  précédentes  donnent 

donc 

P„   .=  PiP«-    Q»R 
Q«   i=  PiQ*-hQiS„. 

i:  i:,l'        SjR 

Sn-r  i       'm  Q/j  —  Si  S„. 

Donc  la  substitution 

\Q/i-+ 1  SB+i/ 
esl  identique  à 

PiPfl      QiR«  RiP«  > 1 1 : 

PiQ*-*-QiS„  R,Q  S.S,,/ 

Or  il  esl  facile  de  reconnaître  dans  celte  dernière  le  produit  des 
deux  substitutions 

P„    R«\  /Pj     K, 

Qfl     sj  \Qi     S, 

Le  théorème  esl  donc  démon  lié. 

340.   Exemple.  —  Soient  les  deux  formes 

'    '•  —  i),     (—145,  — io5,  —  76) 


.l.i  i."  330. 
On  a 


I  )onc  en  posant 


011  .1 


ou 


<  )u  en  déduit 
(62) 


-  li,  1,4,4,  •••!• 

=  [—  i,  î,  1,5,4,4,  ...]. 

x=  [4,  i,  . ..]. 

(i>i=  [1 .  i.  a ■  ). 

"J'i  =  [•— i,3, 1,  >,  ./  | 

">./■  -+-  1 

■7 > 

I  ■'•-+-! 

,  _  —  1 7  x  —  3 
-  i  F -M-' 

3  '•/,  -4-  2 
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Donc  la  substitution  I        .  )  transforme  to',  on  (•),. 

Maintenant,  cherchons  toutes  les  substitutions  modulaires  qui 
jouissent  de  cette  propriété. 

Pour  cela  cherchons  toutes  les  substitutions  modulaires  qui 
transforment  x  en  lui-même. 

Or 


x  =  [4,  4,37]  =  -j 


I  -  ./• 


1   C  1 


donc  les  substitutions  cherchées  sont  les  puissances  positives  ou 
oégatn  es  de  la  substitution 

('• 

\   i       • 

Les  substitutions   modulaires,  transformant  tù\  en  w,,  sont  les 
substitutions  de  la  forme 


-1; 

"V 

Y'7 

4' 

i'". 

r  ' 

■  \ 

i  1 

U 

1 

; 

li  ■ 

i 

;  1 

|  '< 

4N 

/' , 

(*  ■ 

■23 

«7/ 

u 

1 

)  ' 

u  . 

Enfin  les  substitutions  modulaires  transformant  la  première  des 
formes  données    dans    la    seconde  sont    les  substitutions  précé- 
dentes,   ou   ces    substitutions    multipliées    par   la    substitution    1 
u»295). 

3  il .  Résolution  de  l'équation  de  Pell,  dans  le  cas  du  discri- 
minant négatif.  —  Mais  on  pourrait  chercher  à  résoudre  autre- 
ment le  problème  de  trouver  toutes  les  substitutions  modulaires 
qui  transforment  une  forme,  réduite  ou  non,  en  elle-même. 

In  effet,  la  solution  donnée  au  n"  317  pour  les  formes  à  discri- 
minant positif  s'applique  sans  y  rien  changer  aux  formes  à  discri- 
minant négatif.  Nous  avons  vu  que  : 

Toutes  les  substitutions  modulaires  qui  laissent  invariable 
une  forme  i  a,  l>.  c  ■  sont  de  I"  forme 
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y,  3,  y,  o  étant  données  par  les  formules 

I         lui  ,  CU 


<  i .  ;  i 


6« 


7  étant  le  diviseur  de  la  forme  et  /.    u  étant  deux  nombres 
entiers  satisfaisant  à  l'équation  de  Peli 

Mais  le  coefficient  de  t-  étanl  ici  négatif,  la  méthode  de  résolu- 
tion de  celte  équation  donnée  au  n°  3 1 S  ne  s'applique  pins. 
Nous  allons  donc,  au  contraire,  déduire  la  solution  de  l'équation 

y      <J  \ 

de  Pell,  de  la  connaissance  des  substitution^  (  )  déterminées  par 

la  méthode  précédente. 

'M1"!.   Nous  rappellerons  d'abord  que,  ainsi  qu'on  l'a  remarqué 
.•m  n"  318,  la  quantité  \  D  est  divisible  par  u2,  el  que  le  quotient 

est  nni»ni  à  /.( to  ou  à  —  i  (motl4).  Donc  la  quantité 

I  A  -  —  i  I  » 

est   aussi  divisible  par  --',   et  le  quotient     -  est  congru  à  zéro  ou 

à  un  (mod  \)  ou  ce  qui  revient  au  même;  on  a  l'une  des  deuxeon- 
gruences 

A  ((  I    lllml  7  '    l. 

OU 

4  A     =  a2         (  ih.mI  .j  7-  ». 

Je  disque,  réciproquement,  deux  nombres  A  et  a*  qui  satisfont  à 
Tune  de  ces  conditions  sont   l'un  le  discriminant  changé  de  sigm 
et  l'autre  le  diviseur  d'une  forme  réduite. 

En  effet,  si  c'est  la  première  condition  A       o(modo"2)  qui  est 
satisfaite,  considérons  la  forme 


I 7  (/-,        (I  7.        

a  étanl  la  racine  à  une  unité  près  par  défaut  de  — 

Si  c'est   la  seconde  condition   f  A       t- (  inod  \-y-)  qui  est  salis- 
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faite,  considérons  la  forme 


263 


■i  A  -  7« 


:ii':      a), (ia  —  i  i. 


a  étant  la  racine  à  moins  clc  -  unité  près  de  —  *  c'est-à-dire  celle 

2  ï 

des  deux  racines,  par  défaut  ou  par  excès,  o(ui  esl  la  plus 
approchée. 

Ces  deux  formes  ont  comme  discriminant  — A,  comme  divi- 
seur t,  et  elles  sont  réduites. 

En  effet,  en  calculant  le  discriminant  de  ces  formes,  on  trouve 
dentiquement  —  A. 

I  )  ,iu ire  part,  dans  ces  deux  formes  les  coefficients  de  .r- .  dexy 
«  I  de  r"  sont  divisibles  par  7,  et  comme  d'ailleurs,  le  dernier 
est  —  7,  ce  nombre  a  est  leur  plus  grand  commun  diviseur. 

Enfin  ces  formes  sont  réduites,  car  les  conditions  du  n'J  331 
deviennent  ici  :  pour  la  première  forme 

|     A 

l    —  —  'i-  >  0, 


et  pour  la  seconde 


I  —  —  (a  -+- i)*<  o. 
<  cr- 


(a—  ij2>  o. 

!7  >  o 


1  Y 

a  -t-  -  I    <  o. 
3\2 


conditions  remplie-,  d'après  la  définition  de  a. 

Connaissant  une  forme  réduite  ayant  comme  discriminant  — A 
et  comme  diviseur  t,  pour  résoudre  l'équation  t- —  A«2=  <x2, 
on    calculera,    comme    on    l'a    fait    plus    haut,     une    substitution 

dulaire  (  „  )  qui  laisse  celle  forme  invariable,  et  les  nombre-; 

l.  u  correspondants  sont,  d'après  les  formules  i  63  i,  donnés  par  le- 


■>ï  CBAP.    VI.    —    LES    FORMES    QUADRATIQUES    BINAIRES. 

relations 

-■ 

a    -  —      ■> 
c 

t  =  aa  ■+■  bu, 

l>  el  c  élanl  le  deuxième  el  le  troisième  coefficient  de  la  forme. 
De  sorte  que,  dans  le  cas  de  A  ^:  ol  mod  ~-  .  on  a 

«  =  P, 

/       j(a       <>  p  » 

et,  dans  le  cas  de  jA       --  (mod  'jt'-').  on  a 

t  =  -(aa  —  2a  (3 

bans  ces  formules,  on  donnera  à  a  el  [3  toutes  les  valeurs  pos- 
sibles, à  savoir  les  premiers  et  seconds  coefficients  des  substitu- 
tions modulaires  qui  laissent  la  forme  invariable,  el  L'équation  de 
Pell  sera  complètement  résolue.  Celte  résolution  n'est  d'ailleurs 
qu'un  cas  particulier  de  l'analyse  indéterminée  du  second  degré 
qui  sera  exposée  plus  loin. 

343.  Cherchons,  en  particulier,  le  système  de  solutions  dont  les 

valeurs  absolues  sont  les  plus  petites  possibles  (la  solution  t  =  a, 
u  =  o  non  comprise).  Remarquons,  en  effet,  que  d'après  la  forme 
de  l'équation 

les  valeurs  absolues  de  /  el  de  //  satisfaisant  à  L'équation  croissent 
ou  décroissent  ensemble. 

Pour  cela,  d'après  la  formule 

il  faut  prendre  pour  (3  ta  plus  petite  valeur  possible. 
Or  les  valeurs  de  [i  sont  les  nombres 

i;,.    i;,.     ... 

du  n"  336  pour  les  substitutions  dans  lesquelles  p  es!  positif,  et 
les  valeur^ 

li,.  IU.      ... 
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pour  les  substitutions  inverses  (sans  compter  la  valeur  ,  j  =  o  cor- 

respondanl  à  la  substitution  identique,  qui  donneraii  la  solution 

écartée  par  hypothèse  u       o,  t       ~  . 

I  >  a  u  I  re  pari . 

R,<R?<...; 

1 1  faut  dune  prendre 

P=    Im 
et,  par  suite, 

Donc,  dans  le  cas  de 

a    -  o        (mod  72). 
on  a 

"      Ri, 

t  =  ï(P,-aR,) 
et,  dans  le  cas  de 

i  A         7-  (  mod  4  7-  l. 

on  a 

u  =  R,. 

l  =  -(2Pt—  2aR,+  RO. 

2 

Tel  est  le  système  des  deux  plus  petites  solutions  positives. 

344.    Exemple.  —  Soit  l'équation 

t1 —  45  m2  =9. 
Ici 

(7=3, 

A-     i"-. 

de  sorte  que 

A       o         (mod  -1). 

On    doit    prendre   pour   a    la    racine  à   une    unité   près   de—? 
c'est-à-dire  ici 

La  forme  à  considérer  est 

Ci.  -G.  -     I), 
tu,       a -t- ^5  =  4 "-+-  y— — -• 

La   période  de  w^    a    un    terme   :    il  faul    donc    prendre   deux 


,66 
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•      I  e  n 

péi  iodes,  pour  tonner 


l)i)iK 

<  )n  aura  dune  ici 


P. 

Q. 

-  i 

Ri 

s, 

I',     I- 


i  =    K'7       '   •    i)  "    ':■ 
Tel  esl  le  système  des  deux  [dus  petites  solutions  positives. 

ii  i.'i.  hu  système  <l<-s  deux  plus  petites  solutions  positives  <l< 
l'équation  de  Pell  déduire  toutes  les  autres. 

Comme  on  sait  trouver  toutes  les  substitutions  qui  Laissent  une 
(orme  invariable,  on  sait  aussi  trouver  toutes  les  solutions  de 
l'équation  de  Pell.  Il  suffît,  dans  les  formules  du  n"  343,  de  rem- 
placer l'i  et  li,  suecessivement  par  V-,  et  R2,  P3  et  11,,  ....  Mais 
mi  peut  aussi  déduire  directement  toutes  les  solutions  de  l'équa- 
tion des  deux  plus  petites  solutions  positives. 

Faisons  d'abord  la  remarque  suivante  :  soient  t  .  u  .  /''.//"  deux 
systèmes  de  solutions  de  L'équation  de  Pell. 

Posons 


64) 

c'est-à-dire 

(  fi  5  ) 

i  66  ) 


t'-+-  n'i'i      t"-h  u"sTL      i     "\  a 

—  X —  =    — 


/  = 


/  '/"      \llll" 


lu"      I"  II' 


Je  dis  que  les  nombres  t  et  //  forment  un  nouveau  système  de 
solutions.  En  effet,  de  l'égalité  (64)  ()'i  déduit  aussi 


,  i,- 


/'—  u  s  A 


u"  y/A         /  —  u  \  A 
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d'où,  en  multipliant  les  ('(imitions  (64)  et  ( ''(>- 


:: X  : =    ; 


Or  les  deux  facteurs  qui  figurent  dans  le  premier  membre  sont, 
par  hypothèse,  égaux  à  i.  Donc 


/•!—  A/^ 


p—  iH2=  52; 


1  et  11  satisfont  donc  à  l'équation.  Mais  il  reste  à  montrer  qu'ils 
sont  entiers.  Supposons  d'abord 

A    -  o        (mod(is); 
on  a 

I'1—  11/'-   —   (T8, 

/"-    -  A  il"2  =  1- . 

Donc  7-,  qui  divise  A,  divise  aussi  *'2  et  ("-.  Donc  1  divise  //  et 
t".  Donc  les  formules  (65)  et  (66)  donnent  pour  /  el  u  do  valeurs 
entières. 

Supposons  ma  in  le  n  a  ni 

[A    =<t2        (mod  J72 1; 

on  en  déduit  d'abord  que  t  esl  pair. 
Soit 

<T  =  2  p. 

On  a 

(68  I  A       p2         (  mod  4  v-  i, 

(69)  «'!_  Aa'*  =  4p*, 

(70)  r"*—  Aw"2=4p2, 

/   /      •     A//  ' //' 


/ 


ap 

/  //'      / ■"//' 


L'équation  (68)  montre  que  A  esl  <lî>. ï^il>l<-  par  p2.  Les  équa- 
tions (69)  et  (70)  montrent  alors  que  t'2  el  t"'1  sont  divisibles  parp2 
etj   par  suite,  que  /'  el  l"  son!  divisibles  par  p. 
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Soit 

A        op»,  /'-    B'p,  /        'i   p. 

Les  formules  précédentes  deviennent  : 


(73) 


i  i I  ,  '. 


6'* 


_  (0'0"~  ou' n"  )p 

6'a'-+-e*u' 

> 

L'équation  (72)  montre  que  0'-  est  de  même  parité  que  8a'2,  el 
l'équation  (73)  que  0"-'  esl  «le  même  parité  que  8k"2. 

Donc  (8'0")2  est  de  même  parité  que  l  S  m' m")2  et,  par  suite  B'Q" 
esl  <lc  même  parité  que  ou' u". 

Donc  t  esl  un  nombre  entier. 

D'autre  part,  d'après  L'équation  (71).  0  est  impair. 

Donc  0'-,  étant  de  même  parité  que  ou'2,  esl  aussi  de  même 
parité  que  //'-. 

Donc  H'  el  k'  sont  de  même  parité. 

Il  en  est  de  même  de  8"  et  //". 

Dune  0'//"  el  h"  11'  sont  de  même  parité. 

Il  en  résulte  que  u  est  entier. 

31C.  Nous  ferons  encore  la  remarque  suivante  :  soit  /,  //  un 
système  de  solutions  positives.  Les  deux  quantités  /  et  ( —  u)  con- 
stituent aussi  évidemment  un  système  de  solutions  de  l'équation 
«le  IVII.  On  a  d'ailleurs 


(74) 


—  X  - 


u  s  A         ti  —  lu1 


Ceci  prouve  d'abord  que  la  quantité  -     — —  esl  positive. 

Di         1           ,                             .     ,                 .    .           /  H-  U  i/Â     /  —  If  /A 
c   plus  les  deux  quantités    positives >  ayant 

comme  produit  1  ,  la  plus  grande,   -     -^ — >  esl  plus  grande  (pie  1  ; 

11      .        /  —  u  v/a  , 

l  autre,  — - — »  est  plus  petite  que  1. 
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Réciproquement,  si   un  système  de  solutions  /,  //  es!  tel  que 

"""  "  v —  soi l  plus  grand  que  1,  t  et  u  sont  positifs. 

Car  L'égalité  (74)  montre  que  -~  est  positif  et  plus  petit 

que  1 .  On  a  donc 

/  —  u  \7A       /       u.  /À 
1 1        <T  ; 

7  7 

d'où  l'on  déduit  sans  peine  que  t  et  a  sont  positifs. 

Si,  au  contraire,  un  système  de  solutions  t,  u  était  tel  que  la 

quantité—     — — fût  plus  petite  que   1.  c'est  que  t  serait  positif 
el  u  négatif. 

347.   Ces  remarques  étant  faites,  appelons  /.   u  le  système  des 
deux  plus  petites  solutions  positives  et  posons 

c'est-à-dire 

"        7"-'  |/<  1.2       A"'  '»  ,.2.3.4 

""-  7->  [, Mi*'         ,.-2.3     A"'  *'    •••]• 

En  donnant  à  //  les  valeurs  entières  successives  croissantes 


on  obtient  une  suite  indéfinie  de  systèmes  de  solutions  positives 

/,.  M,,       /,».  Uî,       .  .     .       tn,  Un,       .... 

Je  dis  qu'on  les  a  tous.  Supposons,  en  effet,  qu'il  existe  un 
système  de  solutions  positives,  T,  U,  non  contenu  dans  la  suite 
précédente.  T  ne  pouvant  être  plus  petit  que  /,,  puisque  t.  u 
représente  le  système  des  deux  plus  petites  solutions  positives, 
T  serait  conquis  entre  deux  nombres  consécutifs  de  la  suite  t„ 
et  /„+i  :  par  milite.  U  serait  compris  entre  un  el  un+\  j  et  l'on  aurait 

t„+  Mi         T+Uy/Â         1,,+  i  -•    Un    j  v  'a  ^ 


7" 

CHA 
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mi 

'«-+- 

««y/Â   ^  T  —  U  y/Â   ^  tn-+-  uny/~ï 

7                                        7                                      7 

_    /,         KM   A 

7 

OU 

(75) 

1             1      \    A                          7                          /, 

\     A 

ff                          un\  A 

7 

\l 

us 

7                          7(/„—  i£„v/^^            '" 

-  "/;  V^ 

Donc  les  inégalités  ("•*>)  peuvent  s'écrire 

T_4-Uj/Â       /„  —  z/»^!    ,  /,-  -  #/|  %/Â 

7  7  7 

Or  on  verra,  comme  précédemment,  qu'en  posant 
T  -t-  U  y/À        /„— f/,tV/Â"  _  T'—  l'y/Â 

7  7  7 

T'  et  l     seraient  entiers  cl  satisferaient  à  L'équation  de  Pell. 

T'  .i  _  T  i  '    f~\ 

I  bailleurs  —  étant  plus  grand  que  ï,  les  quantités  T',  U' 

foi*meraien1   un   système  de  soin  lions  positives,   et  ces  solutions 
seraienl  plus  petites  que  /,,  //,  :  ce  « | ni  est  impossible. 

348.    Remarque.  — Considérons  les  formes  réduites  du  n°342. 
Soit,    par  exemple,  A      :  o  (  niod  ?-  )  el .    par   suite,    la    forme   réduite 


Kl-,  (t 


/„,//„  étant  un  système  de  solutions  de  L'équation  de  Pell;  on  a, 
par  les  formules  (63  i, 


A  /       arsu, 

\  —,  —  "-     Un,  0/i 


comme  coefficients  d'une  substitution  laissant  la  forme  invariable 
I)  autre  part,  toutes  ces  substitutions  sont,  comme  nous  L'avon: 

vu  au  n'  339,  les  puissances  de  la  substitution  (  )• 

1  Qi     S,  / 
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Cherchons  comment  les  indices  des  solutions  de  L'équation  de 

l'ell  correspondent  ;ui\  exposants  des  puissances. 

/  /  ï''     R>\" 

Je  dis  que  /„,  un  correspondent  n  [ 

En  effet,  il  <isi  évident  «pu-  les  valeurs  positives  de  y.„  el  y« 
données  par  l<^  formules  (76)  correspondent  aux  valeurs  posi- 
tives de  //  el  croissent  avec  n. 

D'autre  part,  il  en  est  de  même  des  coefficients  de  la  puis- 
sance //"'1U'  <\c    {      '       "'  )• 

\Qi    s,/ 

Donc  /,,.  //,,  correspondent  à  (  )  • 

Le  théorème  s'étend  facilement  au  cas  de  n  <Co. 

Il  se  démontre  de  la  même  façon  dans  le  cas  où  4A  =  o-2(mod  {<r2). 

349.  Résolution  du  troisième  problème  du  n°  305  pour  les 
formes  à  discriminant  négatif:  Etant  donné  un  discriminant 
négatif,  trouver  les  différentes  classes  de  formes  ayant  ce 
discriminant. 

Nul  A  le  discriminant  changé  de  signe.  Cherchons  d'abord  les 
formes  réduites  ayant  ce  discriminant.  Soil  (a,  />,  c)  une  telle 
forme  :  on  a  (n°  331  ) 

<77)  "        o, 

1  -s ,  c  :  o, 

~'i  a  •+■  >l>  -+-  c  <  o, 

(80)  a       >J>  —  c  >  o, 

parce  que  la  forme  est  réduite,  el,  d'autre  part, 

I  Si  1  b"-—  ac  =  A. 

Les  inégalités  (  79)  et  (80)  donnent,  en  les  retranchant  membre 
à  membre, 

(82)  h    ;0, 

et,  en  !<•>  multipliant  membre  à  membre. 

(83)  (a-t-c)*— 4ô»<o. 

Réciproquement  l«'s  (\eu\  inégalités  (82)  et  (83)  peuvent  rem- 
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placer  les  deux  inégalités  79  el  N-  .  car  l'inégalité  1  83)  montre 
que  les  (1imi\  (juaiiiiii--  '/  >!>-■  <■  r\  h  —  -  A  -  -ont  de  signes 
contraires;  el  d'ailleurs  puisque  b <!<>>  c'est  évidemment  la  pre- 
mière de  ces  quantités  qui  est  négative,  et  la  seconde  positive. 
\in-i  l'on  peul  remplacer  les  cinq  conditions  précédentes  par 
les  cinq  suivantes 


(84) 
(85 

I  88  1 


h 

li        o, 

h. 
(a  ■+■  c  )--     i  A-       0, 
I,        ac      a. 


ajoutons  à    I " t'-ii i*  1  i t *'•   (87)  l'égalité  (88)  multipliée   par    i:    il 
\  ienl 


d'où,  puisque 

(90) 

et  '/  fortiori 


|  h  —  C)*<  4  A. 

h      <>     el     '■      0, 
a  —  c       /4Â, 

a       \~t±. 


<  )n  donnera  donc  à  a  successif  emenl  toutes  les  \  aleurs  entières 
positives,  depuis   1   jusqu'au  plus  grand  nombre  entier  inférieur 

à  s  Ta. 

Une  valeur  de  a  étant  choisie,  l'inégalité  (90)  montre  que  I  on 
pourra  prendre  pour  c  toutes  les  valeurs  négatives,  depuis  — 1 
jusqu'à  l'entier  uégatil  immédiatement  supérieur  à  a       \   jA. 

h  et  c  étant  choisis,  on   prendra   pour  b  la  valeur  négative 


l>      —  y/A  -+-  ac , 

.1  condition  que  cette  valeur  >oii  rationnelle. 

Les  valeurs  de  '/,  />,  c  trouvées,  satisfaisant  à  I  inégalité  1  i)u)  el 
à  L'égalité  (88),  satisfont  à  l'inégalité  (87).  D'ailleurs  la  valeur 
de  a  est  positive,  celles  de  b  el  d<-  c  sont  négatives.  Ces  valeurs 
sal  isfonl  donc  a  toutes  les  conditions. 
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<  )n  trouvera  ainsi  plusieurs  formes  réduites  de  discriminant  — A 
(on  en  trouvera  certainement,  caril existe  certainement  desformes 

de  discriminant  —  A,  par  exemple  la  forme  ./•'-  —  Ai  -  i. 

Il  restera  à  reconnaître  celles  île  ces  formes  qui  sont  de  même 
classe.  D'après  ce  qu'on  a  dil  au  n"  334,  ces  formes  se  distribuent 
eu  groupes  de  formes  de  même  classe.  Le  nombre  de  ces  groupes 
e>i  le  nombre  des  classes  <le^  formes  <le  discriminanl  —A. 

Il  importe  de  remarquer  que  ce  nombre  est  fini. 

;io<>.   Exemple  I .  —  A  =  2, 

a  <  y/b. 
(  >u  doit  essayer 

a  - 

Pour  n       1 . 
Donc  on  peut  essayer 
Pour  '/ 


-  /8. 


(        2-/8, 

ce  qui  ne  donne  aucune  valeur  de  c. 
Il  faut  donc  prendre 

a  =  1 ,         c  =  —  1 . 
alors 

b  =  —  \J  -i  —  1  =  —  1  : 

il  v  a  donc  une  seule  forme  réduite 

Par  suite,   il   y   a    une  seule  classe  de  formes  de  discriminan 
égal  à  —  2. 

Exemple  II.  —  A  =  3.  Alors 

a       \  1  -. 
11  =  1 .         a  =  a,         a        > . 


<  )n  doit  essayer 
Pour  a  =  1 , 


1       \  \>. 


Donc  on  peut  essayei 

1 .  c  =—  'l. 

C.  18 
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Pour  c  i  . 

b  -.       v  ;  ~i , 

valeur  qui  n'esl  pas  rationnelle. 

Pourc  = 

b     —  \/i  —  >.  -  —  i . 
Pour  >v  =  2, 

C  '  -     \    12. 

I  >onc  on  peut  essa^  il 

C  —  I  . 

Uors 

/'      -  —  /3  —  2  =  -      I  . 

Pour  n        '>. 

il  n"\  a  aucune  valeur  possible  de  c. 
()n  trouve  ain>i  deux  formes 

(i,  —  i,  —  2)     et    (  ■>..    -  i,  —  i). 

On  vérifie  qu'elles  ne  sont  pas  de  même  classe. 

il  y  a  donc  deux  classes  de  forme-  >\v  discriminant   égal  à  —   '>. 

Exemple  III.  —  A       5, 

'/      /20, 

II  faut,  essayer 

a  =  1,         a  =  ?.,         a       3.         "   =  4- 
Pour  <■/       1 . 

1  -    \   <<>. 
il  faut  essaj  er 

Pour  (/       2, 

C  >    V»   \    ."  I . 

il  faui  essaj er 

i ,        c 
Pour  a  =  3, 

c       ;      \  ",. 

il  faut  essayer 

c  =       1 . 

Pour  a         \.  il  n  \    a   aucune  valeur   possible  de   (  , 

Ne  gardant  de  ces  valeurs  que  celles  qui  donnent   i\i'^  valeurs 
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rationnelles  de  l>.  <>n  trouve  les  formes  réduites 

fi.       2,  — i)     et     (2,  —  i,  —  -  «. 

<|iii  ne  sonl  pas  <!•'  même  classe. 

Il  y  a  donc  deux  classes  de  formes  de  discriminant  égal  à  —  5. 


Exemple  l\  .  -  -  A       - . 

Il  faut  essayer 

a  —  i .         a  —  2, 
Pour  a  ==  i , 

il  faut  essa  \  er 


a       \ 


ii   -   \,         a  —  5. 


/.8, 


l- 


2,  C  = 


c  =  —  4. 


Pour  c/  =  2, 

il  faut  essayer 

Pour  a  =  3, 

il  fa u t  essa \ er 
Pour  a  =  4> 

il  faut  essayer 
l 'our  '■■ 


C  >  2  —   ^28, 

C  =  —  I  .  C  =  —    '. 

3  —  y^, 
'  •  —  —  1 .         c  =  — 

c>4  — y7»!, 

c  —  —  I. 

5  --  v^> 


il  n'\  a  aucune  valeur  possible  de  c. 

Si  Ton  essaye  ces  différents  systèmes  de  valeurs  de  a  et  c,  on 
ne  trouve  que  quatre  de  ces  systèmes  donnant  une  valeur  ration- 
nelle de  //.  el  l'on  arrive  aus  quatre  formes  réduites 

;   .        ■    —  1,  —  3),     (3,-2.        11.     (3,  —  i, 

Mais  si  l'on  développe  les  premières  racines  de  ces  formes  en 
fiai  lion  continue,  on  trouve  respectivement 

I  1 .  1 .  1 .  1 .  ; .  1 .  1 ,  1 .  . . .  I .     I  1 .  1 .  1 ,  1 .  1 .  1 .  i .  1 .  . . .  I . 
I  1 .  1 .  1 .  î .   1 .  1 .  1 .  j,  .  .  .  I ,      I  1 .  j,  1 .  1 .  1 ,  j .  1 .  1 .  . .  .  I . 
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D'où  l'on  déduit  que  la  première  el  la  seconde  forme  sonl  il<- 
même  classe,  ainsi  que  la  troisième  el  la  quatrième  1  n°  333). 
Il  \  ;i  deux  classes  de  formes  de  discriminant  égal  à 

>;  VI    —  Recherche  des  nombres  représentables  par  une  forme. 

351.  Nous  r<'\ enons  enfin  au  problème  fondamental  de  la 
théorie  des  formes,  énoncé  an  n°  273  : 

/  oir  si  11  n  nombre  m  est  représentable pur  une  forme  1  <> .  b,c) 
ci  trouver  les  valeurs  de  x  et  de  y,  pour  lesquelles  l<i  repré- 
sentation a  lien. 

En  d'autres  tenues,  résoudre,  si  c'est  possible,  l'équation  in- 
déterminée 

Il   I1  •  h  .1   Y  c  )'-'  =    III  . 

Tout  d'abord,  nous  pouvons  nous  borner  à  chercher  les  repré- 
sentations propres  du  nombre  ni  par  la  forme  (ci.  I>.  c).  En  effet, 
comme  nous  l'avons  vu  au  n"  27i,  si  un  nombre  ///  est  impropre- 
ment représenté  par  une  forme  (a,  l>.  c  I,  pour  les  valeurs  0/  . 
',  y'  des  variables   :    i°  le   nombre   m  est  divisible  par  0-;  '>.°  le 

nombre  >-  est  proprement  représente  par  la  rorme  [a,  b,  c)  pour 

les  valeurs  x',  y'  des  variables. 

Donc  cherchons  les  diviseurs  de  m  qui  sont  carrés  parfaits.  S'il 
n'en  existe  pas.  le  nombre  m  ne  peut  rire  improprement  repré- 
senté. S'il  en  existe,  soit  0-  l'un  d'eux  :  on  cherchera  les  repré- 

1  1        i" 

sentations  propres  du  nombre 

Le  problème  étant  ainsi  Limité  aux  représentations  propres,  dé- 
montrons le  théorème  suivant  : 

'XVI.  Théorème.  Pour  qu'un  nombre  m  soit  proprement 
représentable  pur  une  forme  (u,  b.  c),  il  faut  que  le  discri- 
minant <le  la  forme,  changé  de  signe,  soit  reste  quadratique 

île  m. 

En  effet,  soient  a,  y  le  système  de  valeurs  de  x  ei  r  pour  l< is- 
<l uellcs  la  forme  \u,  b.  c)  représente  proprement  le  nombre  ///. 
de  sorte  que 
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■j.  el  V  étant  premiers  entre  eux,  il  existe  deux  nombres  j.  r>,  tels 

que 

KO        Py       I  . 

Ceci  posé,  effectuons  sur  la  forme  (a,  ù,  c),  la  .substitution  nm- 
dulaire 

*     P 

<  .clic  forme  devient 

[a«!       ■>/>■/.•■       'Y'-,     2(aap       />  ao    -  i»  ^  y  -;_  c  T  '  !  •     aPs       >.I>'j/j    .   co2]. 

Le  premier  coefficient  de  cette  forme  est  justement  é<;al  à  /// ; 
posons  les  deux  autres  égaux  à  n  cl  />,  et  cette  forme  s'écril 

1  /n,  n,p). 
Mais  elle  est  de  même  classe  que  la  proposée,  puisqu'elle  s'en 

/a      (J  \ 

déduit  par  la  substitution  modulaire  (         N  ]•  Donc  elle  a  même 

discriminant.  Donc 

mp  —  n'1  =  D  : 

d'où 

/?'-       —  D         (m od  m  1. 

ce  qui  démontre  le  théorème. 

353.  Celte  condition  que  — D  soit  reste  quadratique  de  m  esl 
«loue  nécessaire,  mais  n'est  évidemment  pas  suffisante,  pour  que 
le  nombre  ni  soit  rcprésenlable  par  la  forme  (a,  l>.  c),  puisque 
Jeux  formes  de  même  discriminant  ne  sont  pas  toujours  équiva- 
lentes. 

M, us  on  voit,  par  la  démonstration  précédente,  que  non  seule- 
ment —  D  est  reste  quadratique  de  m  et  que,  par  conséquent, 
un  peut  déterminer  des  entiers  //,  />  satisfaisante  la  condition 

1  91 1  /d/)  —  11-  —  D, 

mais  que,  de  plus,  la  forme 

i  m .  //.  p  1 

est  de  même  cuisse  que  la  forme  (a,  b,  c). 

Réciproquement,  si  l'on  peu/  déterminer  des  entiers  n.  p 
satisfaisant  à   la  condition  (gi)  (ce  qui  exige  que  — D  soit 
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reste  quadratique  de  m  i,  et  >///>■  ces  nombres  n,  />  soient  tels 
que  les  formes  |  m,  n .  //  et  •  >>.  b}  c  ■  soient  de  même  classe,  />■ 
nombre  m  est  représentable  />"/■  la  forme  (a,  />.  i    . 

En  effet,  le  nombre  m  esl  évidemment  représentable  par  la 
forme  i  ///.  //.  p)  (pour  x  =  i ,  y  --  <>  |  :  il  l'esl  'lune  aussi  par  la 
forme  (a,  b,  <■)  qui  esl  de  même  classe. 

I)  ailleurs  on  >aii  trouver  les  substitutions  qui  permettent  (le 
passer  de  la  forme  (m,/i,/>)à  la  forme  (a,  6,  c),  on  saura  donc 
trouver  des  valeurs  de  xe\y  pour  lesquelles  la  forme  (a,  b,  c)  re- 
présente le  nombre  ///,  correspondantes  à  la  racine  //  de  la  con- 

gruence 

n-  l  >        | l  m  ». 

Soit  (  >  la  substitution  qui  fait  passer  de  la  forme  («,  b,  c) 

à  la  forme  (///,  n,  />  \\  a  el  y  >«»ut  un  système  de  valeurs  de  x  ci  r 
pour  lesquels  la  forme  (a,  b,  c)  représente  le  nombre  //. 

354.   Mais  dans  la  congruence 

n1       —  I)         (m  cul  m    . 

si  Ton  trouve  une  racine  n,  il  en  résulte  une  infinité  d'autres  <[ui 
sont  congrues  à  celle-ci  i  mod/ra).  Je  dis  que  toutes  ces  valeurs 
<lc  a  donnent  un  même  système  de  valeurs  pour  x  el   y.  En  effet, 
à  un  tel  système  de  valeurs  x,y  correspondent  une  infinité  de  sys 
ternes  de  valeurs  pour  [$,  o,  déterminés  par  L'équation 

k8-Py  =  i. 

Soienl   [30,  80  l'un  d'eux,   tous  les  autres  sont  donné>  par  les 
formules 

o  =  ûo       Y'> 

étant  un  entier  arbitraire. 
Si  Ton  remplace  [j  et  8  par  ces  valeurs,  dans  l'expression  do  //, 

n  =  a  «p       A  3t8     -  A  Py  +  e  vo, 
on  trou\  e 

"  =    aaopo-     6a8fl       &Po7       'Y^o'1"  («a2-;-  v».  6«y  ■+■  r7"  '' 
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ou,  puisque  ay.-  —  >bv."  -f-  C-       ni. 

Il   =  ri„         ////. 

<  )n  voil  donc  liien  que  l<-^  valeurs  de  n  congrues  à  une  même 
valeur  R0(modm)  correspondent  au  même  système  de  valeurs 
y.,  y  pour  ./■  et   y. 

355.   En  résumé  : 

/'oit/-  savoir  si  un  nombre  m  est  proprement  représentable 
par  une  forme  (a,  b,  c),  on  voit  d'abord  si  le  discriminant 
changé  de  signe  de  la  forme  est  reste  quadratique  de  m.  Si 
cette  condition  n'est  pas  satisfaite,  le  nombre  n'est  pas  repri- 
se n  in  hic  par  la  fur  me.  Si,  au  contraire,  cette  condition  est 
satisfaite,  on  résout  la  congruence 

n-      —  D         (moil  m). 

Soit  n  une  solution  {au  module  m  près),  (in  détermine  le 
nombre  p.  tel  que 

mp  —  n2  =  D, 

et  l'on  voit  si  la  Jorme  (ni,  n,  p)  est  de  même  classe  que  la  forme 

1  une  substitution  modu- 
laire transformant  ta.  h,  c)  en  (m,  ",.p)j  alors  le  nombre  n 
est  représenté  par  la  forme  (a,  b,c)  pour  le  système  de  valeurs 
x  =  a,  y  =  y.  Il  y  a  autant  de  systèmes  de  représentations 
correspondantes  à  la  racine  n  de  la  congruence  (92)  qu'il  y  a 

de  telles  substitutions. 

Soit  n  une  autre  racine  de  la  congruence  (92  1,  incongrue  à 
laprécédente  (mod  m).  On  opère  avec  la  racine  n1  comme  avec 
la  racine  n . 

Si  aucune  des  racines  de  la  congruence  (92)  ne  donne  de 
représentations  pour  le  nombre  m,  le  nombre  m  n'est  pas  pro- 
prement représentable. 

Cette  méthode  s'applique  a  us  formes  à  discriminant  positil  el  à 
celles  à  discriminant  négatif. 
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356.    Exemple.   —  Résoudre  en  nombres  entiers  l'équation 

■    /    I  I,    /    I        -    -    )   -  ^    IQ-. 

I> 


()..  a 


(  Iherchons  si  23  esl  reste  quadratique  de  i^j. 
\gn  étant  premier,  il  ^ullii  pour  cela  de  calculer  le  symbole  de 
I  .egendre. 

(£)  (5)-(S)-(S)-{3)-(à)(A) 

-(â)-(ï)-a)-(5)  ©  - 

Donc  •>>  esl  reste  quadratique  de  1117. 
Nous  avons  à  résoudre  la  congruence 

11-        '  >  •  mhhI  |,r    . 

<»il 

2  i  11  <  1  n       68        1  mod  196  1, 

inil  /;         !  i. 
n  =  ±  107. 


Le  nombre  />  esl  égal  à 


.  ;      107 
'97 


>8. 


Donc  la  forme  \  m .  n,  p)  esl  ici,  en  posant  n  107, 

1  [97,   107.   58). 

Pour  voir  si  les  formes  (2,  3,  —  7)  et  <nr.  107,  58)  sont  de 
même  classe,  ces  formes  étant  à  discriminant  négatif,  il  faut 
réduire  en  fractions  continues  leurs  premières  racines. 

Pour  la  forme  (2,  3,       7)  on  trouve 

toj      I  o,  1 .  s.  1 ,  ;.  1,  8,  i,  3.  ...  I, 


la  période  étant  1 .  8,  1 ,    '>. 

Pour  la  forme  1  197,  107,  58)  on  trouve 

'•>',    -  I  —  1 .  >.  1  >.,  1 .  ;,  1 .  s.  1 ,  ;,  1 .  s.  . . .  1. 
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'.Si 


Si  L'on  fait  commencer  la  période  de  to'(  au  troisième  élémenl 
de  la  vraie  période,  <•>(  et  w',  se  trouvent  avoir  la  même  période 
D'ailleurs  le  nombre  d'éléments  précédant  la  période  est  un  pour  ro, 
ei  cinq  pour  to'(.  Doue  le>  deus  formes  sonL  de  même  classe 
i  q°329). 


Posant 


i .  s.  i .  't.  i .  s.  i .  :>, 


■V 


ei 


<'),  -  —  > 

X 


I  •>./• 


i  i 


loi')./'  '.'.- 


Eliminant  x  entre  ees  deux  équations,  on  obtient 

—  10610'.  —  j'i 


w,  = 


'7("i 


M 


mil 

—   >  > 

'7 

'  i 

.r  = 

—  1  oïl. 

.' 

>- 

Do  ne  la  forme  (2,  3,  —  -)  se  transforme  en  la  l'orme  (197,  1  "7  •  58  > 
par  la  substitution 


I  )oik 


sont  un  système  de  valeurs  satisfaisant  à  l'équation  proposée. 

Maintenant  il  faut  les  trouver  tons.  Pour  cela  il  faut  chercher 
toutes  les  substitutions  qui  transforment  la  forme  (2,  3,  —  7  I  en 
la  forme  (197,  107,  58),  ou,  ce  qui  revient  au  même,  toutes  celles 
qui  transforment  o>'(  en  (o(.  Ces  substitutions  sont  de  la  forme 
(n°  335) 

("  ')'.(  '7.  i 

I.  étant  une  substitution  qui  transforme  x  en  lui-même. 

D'autre   part,  d'après  la  méthode  du  n"  339,  on    voit   que  le 
substitutions  I.  sonl  de  la  forme 


3g 
35 


9 


/.  étant  un  entier  positif,  uégatif  ou  nul. 
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Soil 


On  a 


\  I        o 


3<)     10  /■ 


io6     -     55  V  -T7-/.  —  i"1'^/.      '4«A      >5p*/' 


de   sorte   que   l,i   forme  générale  des   systèmes  de  solutions   (!<• 
L'équation  proposée  est 

T  =  •>.-  -'A  —  lOlio/,  . 

'7  a/,  —  lo6P*, 

ou  ces  valeurs  changées  il<'  signe. 
Pour  /,  =  i ,  par  exemple,  on  trouve 

x  =  ■}.-  .35  —  106 .  <)    =  —  9. 
i     =27.39  —  [06.10  =  —  7. 

On  obtient  ainsi  les  systèmes  de  nombres  qui  représentent  pro- 
prement le  nombre  19-.  D'ailleurs  197  étant  premier  ne  peut  être 
représenté  improprement. 

357.    La  méthode  précédente  donne  loules  les  solutions. 

Pour  les  formes  à  discriminant  négatif,  ces  solutions,  quand 
elles  existent,  sont  en  nombre  illimité,  parce  que.  comme  on  1  ;i 
vu  aux  n"s  33G  et  suivants,  il  y  a  une  infinité  de  substitutions  modu- 
laires transformant  i\nc  telle  forme  en  elle-même. 

Pour  les  formes  à  discriminant  positif,  au  contraire,  le  nombre 
des  solutions  est  limité. 

Ce  dernier  résultat  peut  d'ailleurs  se  démontrer  de  la  façon 
su ivante  : 

Soil  à  résoudre  en  nombres  entiers  l'équation 

ni-      ibxy  ■+■  cy*  =  m. 

ac —  b2=  D  étant  supposé  positif. 
Celle  équation  peut  s  écrire 


1 1  o  1 1  ( 


(ax  ■+■  b  y  Y  -4-  Dy*  —  a  m 
M  y1  'i  (un . 
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Donc  le  nombre  de  valeurs  possibles  pour  y  est  limité. 
D'ailleurs  connaissanl    i\  la  valeur  de  ./■  s'en  déduit.  Doue  il  \ 
a  un  nombre  limité  de  solutions. 

358.   Ce  procédé  peut  même  servira  résoudre  l'équation.  Soit, 

par  exemple, 

i3a?«-  -  zoxy       i7.y*  =  717. 
(  )n  peul  écrire 

(i3x  ■+■  loyy2-^-  jGy-  —  <)'3'2i . 

Il  faut  prendre  y  de  façon  ijuc  9021        56  r-  soil  un  carré. 
D'ailleurs  .''.  y  étant  une  solution,  —  .r,  — y  en  est  aussi  une. 
Donc  "ii  peul  se  bornera  y  positif. 
Pour 

y  =   o  ;i3<i—  ')(i y2  —  g 32i  qui  n'est  pas  un  carré. 

y  =    1  '|!>i  —  56  y2=  9265  id. 

y  =   -2  9  ! 2 i  --  56  j         9°97  id. 

1  ■  —    ;  ni'  1       "ii,  >  -  =  88i  7  id. 

^  =     i  <( '»•» 1 —  56  r-    =8425  id. 

j'  —    ">  0''1  —  ''' .' '2  -—  7921  I11'  est  Ie  cane  de  89. 

y  =    6  <p'2i  —  56 y*=  7 '><>">  qui  n'est  pas  un  carré. 

y  =     7  <)'!■'.  1  —  Ï6y*  =  (>'»77  id. 

y  =    8  9  Î2i  —  'il'»  >■-  —  "> 7  i 7  id. 

^  =    9  9^21—  ">6j-  -  4785  id. 

y  —  10  <)  !  <  1       "il;  r-_  3721  qui  est  le  carré  de  6r. 

y  =11  i|!'i        56 ^  =  2545  qui  n'est  pas  un  carre. 

i       1  '  g  ;  '  1      Jby2  —  1  !  >7  id. 

y  =  i3  g3a]     -  â<>_/'-  est  négatif. 

On  peut  doue  prendre 

^  =  ">        avec         i')x-\-  10  y  =      89, 
ou 

^  =  10  avec  1  ;./■  -+- 10  y  =  r     61. 

Pour  ^    =  5  avec  1  .'>./;  -f-  1  oy  =  8<),   il  \  ient 

I    i./-    -     !(),  X  —     i. 

Pour  j'  =  5  avec  i.'i/+  loy  =  —  89,  il  vient 
il/       —  1  li),         impossible. 
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Pour    i  10  a\cc    i    '>./■  nu  (i  I  ,   il   \  ii'iil 

l  \x  -    >\\.  X        —    t. 

l'on  i   i         10  avec  i  •')./■       K>r--   —  6i,  il  vienl 
i  ;  /  --  —  ii'ii .        impossible. 

En  i<-s u in »'■ .  quatre  systèmes  de  solutions 

i        I,        x  >,         r      —    i.        x  —        '!. 

y  =  "•.      y-  —  5,      j  =     '"•      j  -  —  io. 

359.    Cas  particulier  où  m    -<>.     —    Dans  ce  cas   particulier, 
l'équation  indéterminée  à  résoudre  esl 

a  x  '      ■>  bxy    -  c  y-  =  o, 


(  III.    (>||    |l()s,|l||  to, 


a  a)S      2  6  w     •  c       o. 


Pour  qu'elle  soil  possible  en  nombres  entiers,  il  Paul  donc  que 
équal  ion 


a  '■/'      a  b  '■'       <■  —  n 


.iii  ses  racines  commensurables,  ce  qui  exige  que  I  *  soit  un  carré 

p. niait.  Cette  condition  étant  remplie,  soient 


ces  dcu\  racines  réduites  à  leur  plus  simple  expression.  On  a 


X  % 

.» 


Les  solutions  générales  de  l'équation  proposée  sonl  alors  données 
par  les  deux  systèmes 

I  x      -//.         I  a       -■/. 

/  étanl  un  entier  arbitraire. 

){60.  Nous  avons  toujours  supposé  jusqu'ici  que  le  discriminant 
changé  de  signe  de  la  forme  n'était  pas  un  carré  parfait  ;  parce  que, 
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s'il  en   était  ainsi,  la  forme   se  décomposerai I  en   un  produit  de 
deux  formes  linéaires  divisé  par  </  |  n°  272). 

Supposons  maintenanl  que  />- — ac  soit  un  carré  parlait  d'-. 
Comment  résoudrait-on  alors  l'équation  indéterminée 

ni-      ■>  bxy      -  r-  =  m  ? 

<  lette  équation  peul  s'écrire 

[  ni         l>      d)y][ax     •  (6  —  d  ty  |  =  am . 

Pour  l.i  résoudre,  il  faul  décomposer  de  toutes  les  laçons  pos- 
sibles  le  nombre  "///  eu  un  produit  de  deux  facteurs  a,  a'  et  poser 

,/./■  h  ~    d  \y  =  a. 

ax       ■  l>  —  d  )y  -     y.' '. 
d'où 

_  (  cl  —  b)%—-(  il       h    -/ 
■>  ad 
a  —  a' 

y=  u  ■ 

Mais  parmi  les  différents  systèmes  de  valeurs  en  nombre  fini 
ainsi  trouvés  pour  x,  y,  on  ne  devra  accepter  que  celle-  qui  sonl 
entières. 

g  VII.  —  Analyse  indéterminée  du  second  degré. 

361.  La  (pic-lion  traitée  dans  le  Chapitre  précédent  appartienl 
,i  l'analyse  indéterminée  du  second  degré,  dont  nous  allons  main- 
tenant nous  occuper  en  général. 

Soit  d'abord  une  équation  du  second  degré  à  une  inconnue 

ni-        h  ./■        c  =  (>. 

Les  coefficients  a,  b,  c  étant  des  nombres  entier-,  on  demande 

pour  x  des  valeurs  entières. 

<  )i  on  a 

—  I,  y   I,  -         TÔT- 

F  . 

»  ,i 

Donc,  pour  que  l'équation  proposée  admette  une  solution 
entière,  il   faul   d'abord  que  l>- — 4'"'  soit   un  carré  parfait   m-. 
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Ensuite,  il  faul  que  l'un  des  deux  nombres        b:     m  ou  tous  les 
deux  soienl  «  1  î  n  isibles  par  >  u . 

On  voil  d'ailleurs  immédia  terrien  I  qu'une  solution  entière  de 
l'équation  esl  un  diviseur  de  c.  D'ailleurs  la  question  n  es!  qu  un 
i  .1-  particulier  de  la  recherche  des  racines  commensurables, 
exposée  au  n"  239. 

)U>!2.  Équation  du  second  degré  à  deux  inconnues.  —  La 
forme  générale  d'une  telle  équation  esl 

<'i\\  n./1       ■>  bxy  -4-  cj'ï-r-  'i.dx  -+-  -icy  -h  f  —  o. 

Les  coefficients  <i,  0,  c  étant  des  nombres  entiers,  on  demande 
les  systèmes  de  valeurs  entières  de  x  el  )  .  qui  satisfonl  à  cette 
équation. 

(On  peut  toujours  supposer  que  les  coefficients  des  termes  en  a  r. 
.  y  soienl  pairs,  car,  s'il  n'en  étail  pas  ainsi,  on  multiplierait  tous 
les  termes  de  l'équation  par  2.) 

I  (ans  le  cas  particulier  où  les  coefficients  <l  el  e  sont  nuls,  1  équa- 
tion proposée  se  réduit  à 

«■>-    '    ibxy        r  y"       _/; 

et  la  résolution  de  I  équation  n'est  autri    chose   que   la   question 
traitée  dans  Le  Chapitre  précédent. 

MV.).  Passons  maintenant  au  cas  général  où  <l  el  e  son!  quel- 
conques. Nous  diviserons  ce  cas  général  en  deux,  suivant  que 
ne —  //-  esl  différent  de  zéro  ou  non,  ou,  puni'  parler  un  langagi 
géométrique,  suivant  que  l'équation  (o/*)  représente  une  courbe  à 
centre  unique  ou  une  courbe  du  genre  parabole. 

Premier  cas.  ac  l>-  0.  Cas  d'une  courbe  à  centre, 
unique.  —  Multiplions  l'équation  proposée  par  (ac  —  l>'-r  qui 
n  esl  pas  nul.  L'équation  obtenue  peul  -  écrire 

a[[  ac      I'1  1  ./■       1  be  —  cd  i|- 

-+■  zb[(ac  —  />-  1  ./■  -  -  1  be  —  cd  \\  [l  ac      l>-  ij       1  bd  —  ae  >\ 

c  I*  ac  -     /'-  )y       >  bd  -ai 
-r-(ac  —  b*)(acf-i    ibde      ae*  -  cd*  —  fl>'-\. 


l 'osons 


.  ne  hr        ■  Cil  1  \ . 

1  ac      '''il         bd      </<■  1       \  . 
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Posons    aussi 

ac  —  b*=  l>. 

nef  ■+■  wlxlr  ,/,--         r,/:        _/'//•         S, 

il  \ ienl 

r94)  aX*      26XI       cY*      —  ItA. 

(  Remarquons  que  la  transformation  précédente  est  la  même  que 
relie  qu'on  fait  en  Géométrie  analytique  pour  rapporter  la  courbe 
à  des  axes  passanl  par  son  centre.) 

\  des  valeurs  entières  de  x  et  y  correspondent  des  valeurs 
entières  pour  X  et  Y.  11  faut  donc  commencer  par  résoudre  l'équa- 
tion(g4),  ce  que  l'on  sait  faire. 

Si  elle  était  impossible,  l'équation  proposer  le  serait  elle-même. 

Si  elle  est  possible,  soil  \ ,,,  ï  „  un  système  de  solutions.  On  aura 

/  Y       be  —  cd 

■''  = Tr      ■ 

\  ac  —  11- 

,  i)  ) 

I  Y0-     lui      ae 

'■'  ac-b»-       ' 

solutions  qui  ne  seront  acceptables  que  si  elles  sont  entières. 

Si  D  ^>  o,  la  question  peut  être  considérée  comme  résolue, 
parce  que  le  nombre  des  valeurs  de  \„.  ï  0  étant  limité  (n°  357  1, 
il  est  facile  de  voir  quelles  sont  celles  qui  satisfont  à  celte  condi- 
tion que  les  expressions    p,5  1  soient  entières. 

Mais  si  D  <<  o,  le  nombre  îles  systèmes  de  valeurs  trouvées 
pour  \„.  ^  ,,  étanl  infini,  il  n  en  est  plus  ainsi. 

Dans  ce  cas,  ces  systèmes  de  valeurs  sont  les  premiers  el 
troisièmes  coefficients  des  substitutions  qui  transforment  la 
forme  (a,  6,  c)  en  une  certaine  forme  ( —  DA,  n,  p)  <  n"  355). 

Ces  substitutions  sonl  de  la  forme  GLH-4,  Il  et  G  étant  cer- 
taines substitutions  déterminées;  I.  étanl  une  puissance  quel- 
1  onque,  positive  ou  négative,  d'une  substitution  déterminée 


Gï> 


Soil 

(■ 

0  /  w, 

el  ^  soni  des  fonctions  linéaires  de  y./,,  ,'}/,.  ■ 
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<  >r  on  .1  \  ii  (  n"  !{01  i  que  les  restes  de  -//,.  '}/,,  "a-  Sa  par  rapport  à 
un  module  quelconque,  se  reproduisent  périodiquement.  Il  en  esl 
donc  de  même  pour  V,  el  \  „  et,  par  suite,  pour  les  numérateurs 
<lc>  expression^  <<|.'.  i <l;iii\ emeiii  au  module  ac —  b2 .  Donc  il 
suffira  de  trouver  la  période,  puis  d'essayer  dans  une  période, 
les  valeurs  de  \  el  >ï  qui  rendent  les  expressions  i  go  i  entières. 

h,in>  les  autres  périodes,  ce  seronl  les  valeurs  de  même  rang 
qui  -,ii isferonl  à  la  question . 

364.  Exemple  /.  Soil  à  résoudre  en  nombres  entiers  I  équa- 
tion 

ixy  —  ■>.)--:-  >.r  —  \y  —  <>  =  o. 

(  )n  a 

D=—    i. 

A=        12. 

L  équation  (q4)  es'  u:i 
f<)6)  X*       -N1»        s  Y*  -   16 

(  Iherchons  d'abord  des  représentations  propres  An  m  un  lue  36  pai 
la  forme  X2-J-  2XI        2 Y2. 

Nous  devons  pour  cela  commencer  par  déterminer  un  nombre  n 
sal isfaisanl  à  La  congruence 

//-      3        ( mod  36  1. 

//  doit  être  divisible  par  3,  posons  /?  =  3 n!  \  il  vient 

in'1      1         1  mpd  1 2  1. 

congruence  évidemment  impossible. 

Cherchons  donc  des  représentations  impropres  du  nombre  36. 

On  a 

3G      ■>:-:v1. 

Les  carrés  par  lesquels  36  est  divisible  sont  9,  \.  36  el  les  quo- 
tients sont  4j  9?  '•  "  faut  "loin;  chercher  des  représentations 
propres  soil  de  /j>  S(,'i  de  9,  soil  de  1 . 

1     Représentation  />/■<>/,/■<■  de  \. 

\  '        >  YY        »  Y-        j. 

il  faut  d'abord  déterminer  n  tel  que 

a"      ;        1  mod  i  1, 
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colle  congruence  est  impossible,  parce  que  3  n'esl  pas  reslc  quadra- 
tique  de  [. 

<"  Représentation  propre  de  9. 

v        tX'Y'       >\         g 

1 1  faut  déterminer  //  lel  que 

n1       \        1  mod  9), 

n  doil  être  divisible  par  3.  Posons  n  =  3/i'; 

3/i'-'      1         1  mod  3  l, 
congruence  impossible. 

3"  Représentation  propre  de  1  . 

(97)  \  sX'Y'—  aY'!  =  1. 

Il  faut  déterminer  /'  lel  que 

n'-       \        (  mod  1  \. 

La  valeur  de  //,  n'ayant  besoin  d'être  déterminée  qu'au  mo- 
dule 1  près,  ou  peut  prendre  pour  11  n'importe  quelle  valeur,  par 
exemple  //        o.  On  doit  ensuite  déterminer  p  par  la  condition 

— P  =  3, 
d'où 

P=    -3, 

el  Ton  ,i  à  considérer  la  forme 

i,o,-  3). 

Cherchons  si  les  formes  (1,  1.  — 2)  el  (1,0,  — 3)  sont  de 
même  (lasse. 

Les  premières  racines  de  ces  formes  sont 

<•),      —  1       \  >.        (./,--  \   ;. 
u>j  =  |"o,  i,  2,  1,  a,  . . ."],        '"',    -  I  1 ,  1 .  ■.»..  1 .  ■>.  . .  .1. 

(  )n  reconnaîl  que  les  deux  formes  -oui  de  même  classe. 
Posons 

./•  —  I  i .    >.    i ,    ».    .  ,  .  I , 

G.  19 
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ou    a 

I 

tOi 

,  i 

./■ 

Quanl  ;iu\  substitutions  modulaires  <  |  <  i  i  transforment  x  en  lui- 
même,  ce  sont  les  puissances  de  la  substitution  (  )• 

Les  substitutions  <|in  transforment  <•>',  en  w(  sont  de  la  forme 

/o     i\  /  y/,     (3  A  /o       i    \       ,  o/.     •;/.      o/. 
\i     o/Vïa     w.  )  \ .  i      -i/      \fr    v        3 
en  posanl 


c  :h:  a- 


Les  valeurs  de  \.  ^  qui  satisfont  à  L'équation  (97)  sont  donc 
les  premiers  et  troisièmes  coefficients  de  ces  substitutions,  ou  ces 
coefficients  changés  de  signe,  c'est-à-dire 

\  :     h; 

Y'=:     p4 

l  les  signes  4-  ou  —  étant  pris  ensemble). 

Les  valeurs  de  \  et  ^  qui  satisfont  à  l'équation  (96)  sont  donc 

\        b68*, 
V  -    b6p*. 

Les  formules  (95)  donnent  alors 

'■   -       =3 

±6|3A-h3 

y  =  - 
Pour  /       <  >. 

Pour  A- =  1 
Pour  /        —  1 , 


-  3 

—  "      '-\>k 

X 

y=  - 1  • 

r 

y        '» 

'        —  • . 

-  ">• 

6, 

.' 

,       -(i, 

y  -     ■• 

etc 
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i)!).").   Exemple  //.  —  Soit  L'équation 

./         xxy  —  Gyz  ■+-  ix  —  7. y  H-  3  =  o. 
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Cl 


D=    -  7, 

A  -18. 


<  )n  a  donc  à  résoudre  l'équation 

\    t-2XY  — 6Y*  =  — 126. 

<  '.herchons  d'abord  les  représentations  propres  de  —  126  par  la 
formel  1,1,  — 6),  il  faut  pour  cela  résoudre  d'abord  la  congruence 


(  )u  lrou\ e 


a  -      -        (  mod  —  126  1. 


n  -  r^  49. 


1"   Prenons  d'abord  n  = —  4p- 

Nous  déterminons  alors  p  par  l'équation 


n-  —  126/7  =  7, 


d'où 


P  =  —  19. 
Nous  avons  à  chercher  si  les  deux  formes 

(1,  1,  —G)     et     (—126,  —  4g>  —  '9» 

sonl  de  même  classe. 

<  )n  trouve  pour  les  développements  des  premières  racines  de 
ces  formes  en  fractions  continues 


>i  =  —  1  -+-  y7:  = 


1  1.  1.  1,  1,  4, 


-l-%t^-r-., ......  s, i^... 

Les  deux  formes  sont  de  même  clasM-.  et  posant 
'       I  1  1  1  1 .  1  1  1  j ....  I . 


on   trouve 


—  jx  —  > 
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Les  substitutions  qui  transforment  a;  en  lui-même  son I  les  puis- 
sances de  la  substitution 

9      ■>■ 
Posant 


9     a/  v/,     8* 


on  trouve  que  les  substitutions  qui  transforment  la  forme  (i,  i,  —6) 

en  la  forme  (—  126,         (g,  —19)  sonl  de  la  forme 


c  :)(;;  nu,  A) 


5aA—  17^-+-  5ya— 178*     2a*  —  7  P*       'V/'  —  ~?J'' 
~>y./,—  17  3/  :>*/.        7?A- 


Les  valeurs  de  \  et  \   sont  donc 

\  =  (5a/,—  17^/.        '»•;/        178/  |, 
ï  =  (5a*—  17  3a), 

\     —  (  5  y/,  —  1 7  P*  +  5yA  —  '  7  r>/.  », 
ï  =-(5aA-i7PA), 


nu 

d'où 

(98) 


±  (5a/,—  17  3/.  -^-  5 7/,  -  1-0/, 


(  ïa;       <:3/  | 
7  =  •  ':  1. 


(les  signes  4-  se  correspond, ml  ainsi  que  les  signes  — ). 

Reste   à   déterminer  /.•  de  façon  que  les  numérateurs  de   ces 
expressions  soient  divisibles  par  ~ .  Or,  si  l'on  forme  les  puissances 

successives  de  la  substitution  (  ),  depuis  la  puissante  zéro,  on 

trouve  qu'elles  sont  respectivement  congrues  (mod  -)  à 

c  :)(:■:)(:  :)G;)C  î)G.;)GJ) 

pour  l<s  sept  premières  puissances;  à  partir  de  quoi  les  mêmes 
résultats  se  reproduisent,  la  période  étant  ainsi  composée  de  sept 
tei  mes, 
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Ceci  posé,  il  est  facile  de  voir  que  Les  aumérateurs  des  expres- 
sions i  98),  prises  avec  le  signe  -f-,  sont  divisibles  par  7  pour  toutes 
les  valeurs  de  /. .  hindi-  que  les  aumérateurs  de  ces  mêmes  expres- 
sions, prise-  avec  le  signe  — ,  ne  le  sont  pour  aucune  valeur  de  /. . 
On  a  donc  les  expressions 

_    )  z/,-  —  1 7  3/,-  -4-  >  y  a-  —  '  7  o*  +  "» 


1 


5  g/,-  —  1 7  fc- 

—  7 


comme  solutions  de  l'équation. 

Pour  /.        o, 

r  =        1 . 
Pour  h  =  1, 

a?  =        >. 
etc. 

2"   Prenons  maintenant  /i  =  - 


y  =  —  1. 
49. 


Les  deux  formes  à  comparer  sont 

f   -    [2 

h.  t,  .,  ..  4-  ••■!, 


(1,  1,  —  6),     (—  126,  4<j,   —  19  >• 


-  49      \  1 


126 


fo,   2,    1,2,    I  ,    [  .     [,    I  . 


r.n  posant  ici 


v         1 .  1 .  |.  1 . 


el  faisant  commencer  la  période  de  to,  au  second  élément  de  la 
période  véritable,  on  voit  (pie  les  deux  formes  sont  de  même 
.  lasse.  <  )n  a  d'ailleurs 


3  a?  -+-  1 
8a?  -+-3 


el  les  substitutions  qui  laissent  x  invariable  sonl 
1    6      ".  '        (  y*     Sa  '' 
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on  Irouve 


LES    FORMES    QOADRATIQOBS    BINAIRES. 


d'où 

!  99  I 


y 


X  =  ±(  6  a/.  -  i G  BA  -  3  Y*  -  8  o/.  i, 

Y  =  ±(32A-  88/  -v.  ). 

±(6aA—  i63a-h3va-8oa.)+  j 

:Ci*A—  8  3a--i-3ya-—  Ho/,) +  9. 
—  7 


On  trouve  comme  période 


i     o\        /4a 
oi/       '  6     5 

,    6      l\  / 2 


i     6 


■i    <> 


Los  expressions  (99)  prises  avec  le  signe  -+-  ne  sont  entières 
pour  aucune  valeur  de  k.  Prises  avec  le  signe  — ,  elles  sont  en- 
tières pour  toute  valeur  de  k. 

(  )n  trouve  ainsi  pour  /,=o, 


pour  k  =  1 , 


y=  —  1; 
y  =      9) 


etc. 


Nous  avons  trouvé  les  représentations  propres  de  —  126  par  la 
forme  (1,1,  — (3).  Mais  126  étant  divisible  par  9,  il  y  a  peut-être 
des  représentations  impropres  de  — 126  par  la  forme  (1,1,  — *>). 
Pour  les  trouver,  il  faut  chercher  les  représentation-  de 


1 26 


=  -1  i- 
y 

«  'est-à-dire  résoudre  l'équation 

\>i      2X'Y'— 6Y'*  =  -i4. 


Il  faut  d'abord  résoudre  la  congruence 


//  '         7  1  un  h I   -      1  |   i; 


on  trouve 


"  Prenons    d'abord    //  =  7.    Nous    déterminons    alors   p    par 
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\" 


l'équation 


d  où 

/>=-3. 

<  )ii  a  donc  à  comparer  les  formes 

ii.     i.     —6),        (— 143     7j     —3  )• 
I  ,es  premières  racines  sonl 

W|=  —  H-V7j         lu'i  : 


7  —  V^7 


'  i 


o,  =  n,  1,1,1,4,  i,  1. 1,4»  •■•"ji 

I o.  ;.  j.  1. 1. 1. 4.  ■  •  -  j- 

Les  deux  formes  -ont  de  même  classe 

x  =  Ti,  i,  1,4»  i.  i .  i .  |,  . . .  I , 


O), 


4-r  -+- 1 


1        i3x  -+-  3 
Les  substitutions  qui  laissent  x  invariable  sont  de  la  forme 
r4    3  \*      /  n-    h 


9      ' 


•;/.    ok 


<  hi  trouve 


<  i 


V      ±(3aA-i3pA+3YA-i38A), 
Y'  =  ±(3«A-i3p*), 

X  =±(  g  a/.  —  3g  3/. ■-+-  9  y/,—  3g  w.  », 
Y=±(9a*-39<3*) 


_  rt=  (  g  a/, ■  —  kj  ^a  -4-  9  y*-  -*  3g  o*  )  -f-  ~> 


<9aA  —  3qPa-)  -*-  2 

—  7 


(  )n  n'obtient  pour  .r,r  aucune  valeur  entière,  en  prenanl  If- 
signe  +  dans  ces  expression-.  En  prenant  le  signe  — ,  toute-  les 
valeurs  trouvées  sont  entières. 
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Pour  /.  =  <>. 


j,        7  =  1 


Pour  /.        i  . 


i       i . 


.'       '  • 


etc. 


2°  Reste  à   prendre  la  valeur  // 
Iccicin  le  soin  d'achever  ces  calculs. 


■.  mais  nous  laissons  au 


3G0.  Remarque.  —  La  méthode  précédente  s'applique  quel 
que  suit  le  signe  de  D.  Dans  le  cas  où  celle  quantité  esl  positive, 
le  nombre  des  solutions  esl  limité.  Il  peut  alors  èire  préférable 
de  procéder  par  la  décomposition  en  carrés,  comme  le  montre 
l'exemple  suivant. 

Soit  l'équation 

iioo)  ./ -    -xy-i-y2 — '>./•(>)•  —  \       <>. 

Nous  pouvons  écrire  après  avoir  décomposé  le  premier  membre 

en  carrés  par  la  méthode  connue,  et  rendu  l'équation  entière, 

ii  ■-./•— ,r—  5)2-i-  Ci  y-     i;  <-  =    iia. 

On  voit  que  la  quantité  (.'>y  -h  i  7)  doit,  en  valeur  absolue,  être 

au  plus  égale  à  la  racine  à  une  unité  près  de  4 12,  c'est-à-dire  qu'on 

doit  avoir 

—  -io  1  3y  -h  17  -  20, 

d'où 

—  12     y     1. 

On  essaye  pour  y  toutes  les  valeurs  entières  satisfaisant  à  ce- 
conditions,  et  l'on  voit  si  l'équation  (100)  donne  pour  x  des  va- 
leurs entières.  On  trouve  ainsi  les  systèmes  de  solutions  : 


\  x  =  1 ,       (  x  —  3,       l  x  =  I,  j  X  =  12, 

1.7  =  ii     ir  =  Ii     \y  =  —  8>     \y  =  — s- 


10. 


x  =    ), 
1         —  10. 


367.  Deuxième  cas   :   oc —  62— o.  —  Cas  d'une  courbe  du 
genre  parabole.  —  Remarquons  d'abord  que  a  et  c  ne  sont  pas 

tous  les  deux  nuls,  car,  s'il  en  était  ainsi,  b  le  serait  aussi  d'après 

l'équation 

ac  —  b2  =  o, 

et  l'équation  proposée  ne  serait  plus  du  second  degré. 

Supposons  donc  a.  par  exemple,  différent  de  zéro,  et  multi- 
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plions  l'équation  proposée  par  a,  elle  devienl  (en  vertu  de  l'hypo- 
thèse ac  -    l>-      o  | 

i  loi  i  i  ax      In  i!      2 a dx       < aey  -■   af  ■-  o. 

Posons 

i  ax   •   l>y  =  X, 

f    '2  (l  ax    h  2  «f_K  -t-  #/  =  —  •  ■ 

L'équation  (ioi)  do  ienl 
(  i  o3  )  X.1  =  Y. 

\  Je-,  valeurs  entières  de  x  et  r  correspondent  des  valeurs  en- 
tières M.'  \  cl  ^  . 

Il  faut  donc  d'abord  résoudre  l'équation  (k>3)  en  nombres  en- 
tiers, mais  cette  solution  est  évidente;  il  suffit  de  prendre  une 
valeur  quelconque  entière  pour  X.  puis  pour  l  le  carré  de  cette 
valeur.  Les  formules  (102)  donnent  alors 

/       _  X'-t-at/X  -f-  af 

\  y  ~       i{bd—ae)      ' 
(IOj) 

F  x  =  ■ - —  • 

""  bel  —  ae  ) 

Il  faut  prendre  pour  X  des  valeurs  telles  que  ces  expressions 
soient  entières,  c'est-à-dire  telles  que 

\-'        > il  \        af       i.        |  m. mI  -,  lui      ae)], 
—  6X2 —  >.ar\ — abf      <>         |  iihmI  i.d i  bd — ae  )\. 

congruences  du  second  degré  que  l'on  sait  résoudre. 

o(i<S.   Exemple  I.  -    Soit  .'i  résoudre  l'équation 
2.x2—  Sxy  -+-  S  y-      Sx        j  y —  i  —  o. 

Les  formules  ( i of  )  donnent 

v  —  6X  —  ■> 

'  = Tï~  ~> 

[X«— 8X  — 8       X«-2X-i 


8 

Il  faut  choisir  \  de  façon  que 

X* —  6X       <       o        (  mo! I  i  6  i 
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et 

X*  —  aX  —  2  =  0        (mod8). 

Miiis  ces  congruences  sont   impossibles,  donc   L'équation  pro- 
posée es!  impossible. 

Exemple  II-  ■ —  Soit  à  résoudre  l'équation 

•'-'  •   §xy  +  9.'"2—  -i •''       "'.''  —  1  1  1  -  o. 

Il  faut  d'abord  multiplier  par  2  pour  rendre  le  coefficient  <\>-  x 

pair, 

-  ' •'-  -+-  1 2  xy  —  1 8y'2  —  8  x  ■+- 1  oy  —  222  =  o. 

Les  formules  (io4)  donnent 

—  6Xl— 20X  -1-266  \  !X«—  10X      i332 


1 . 1  ".  1 


y  = 


—  1  16 
—  68 


—  68 


el 


1  mod  68  1. 


Il  faut  choisir  X  de  laeon  que 

;  v    -  u>\  —  i'j  ;■>  ••-  o  ' 

X*—  8X—   i44  =  o  ) 

Les  solutions  de  la  première  sont  congrues  à 

20,     —  12,     22,  1  i         I  1 1  <>8  ). 

('.elles  de  la  seconde  sont  les  mêmes. 

Il  faut  donc  dans  les  formules  (io5)  poser 

\  10  68*, 

X  =  —  12  H  68*, 

X  =      22  68 *, 

\      -  1  j  es/. 
ce  qui  donne  successivement 

(  r=       204/--!-  i3of  -+-  i,  I   X  —       204*1 —  62* —  l5, 

j^=—    68*«  —   32<        ;.  I  y=—    GST-    -iit 

lx  =       2o4/2-^-  i/,2/  -H  5,  \  .r  =       20I/2—  74/  —  i3, 

j^=        68**—   36* +  2,  [y  =  —    68*»       Kl/;-   2, 

/  étant  un  nombre  entier  quelconque. 


OU 
OU 
OU 
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3G9.  Problème.  —  Pour  quelles  valeurs  de  x  le  trinôme 
ax2-+-  bx  +  <■.  est-il  //>>  carré  parfait  ? 

Celte  question  revient  à  résoudre  l'équation  indéterminée 
ax%-\-  bx  -+-  c  =  y-, 

ce  i|ui  se  fera  par  la  méthode  précédente. 

Suivanl  les  valeurs  de  a.  />.  c,  le  problème  peut  être  possible 
ou  impossible.  Lorsque  le  coefficient  a  est  positif  ou  nul,  le  pro- 
blème peut  avoir  un  nombre  indéfini  de  solutions.  Lorsque  le 
coefficient  a  est  négatif,  le  problème  ne  peut  avoir  qu'un  nombre 
limité  de  solutions. 


§  VIII.  —  Réduction  des  formes  quadratiques  à  des  formes 

linéaires. 

370.  La  question  de  la  représentation  des  nombres  par  les 
formes  quadratiques  peut  être  regardée  d'un  autre  point  de  vue 
que  celui  du  §  \  I  de  ce  Chapitre.  Dans  ce  paragraphe,  nous  nous 
étions  proposé,  étant  donnée  une  certaine  forme,  et  étant  donné 
un  nombre,  voir  si  le  nombre  est  représentable  par  la  forme,  et 
trouver  la  représenta  lion.  Mais  on  peut  se  proposer  le  problème 
suivanl  :  Étant  donnée  une  forme,  quelle  est  l'expression  géné- 
rale des  nombres  qui  sont  représentables  par  cette  forme? 

Nous  bornant  à  des  exemples  particuliers,  nous  allons  voir  que 
les  nombres  représenlables  par  une  forme  quadratique  sont,  à  de 
certaines  conditions,  représentables  aussi  par  certaines  formes 
linéaires.  Ce  résultat  justifie  le  litre  de  ce  paragraphe. 

371.  Décomposition  des  nombres  en  somme  de  deux  carre*. 
—  Décomposer  un  nombre  ///  en  une  somme  de  deux  carrés,  c'est 
trouver  deux  nombres  x,  y  tels  que 

x^-^y--   m. 

C'esl   «loue   voir  m    le  nombre  ///  esl    représenlable  par  la   forme 
(i,  o,  i). 

Examinons  d'abord  le  cas  particulier  où  ///  est  impair,  cl  où 
l'on   demande  pour  x  et  y  des  nombres  premiers  entre  eux; 
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autrement  dit,  l'on  cherche  les  représentations  propres  du 
nombre  ///  par  la  forme  (i ,  o,  i). 

Pour  que  le  nombre  impair  ///  soil  représentable  par  la  forme 
.r-  -\-y2,  il  faut  que  le  discriminant  changé  désigne  déforme  de  la 
loin  ic,  c'est-à-dire  —  i,  soit  reste  quadratique  de  ///.  Le  nombre  —  i 
ilnii  donc  aussi  être  reste  quadratique  de  tous  les  facteurs  premiers 
de  ///. 

Il  faul  donc  que  tous  les  facteurs  premiers  de  m  soient  <!<■  la 
forme   \  h  —  i . 

Réciproquement}  supposons  cette  condition  remplie.  La  con- 
grruence 


|  L06) 


n*  =  — 


(rnod  m  | 


est  alors  possible,  cl  a  \>J'-  solutions  incongrues,  u.  étant  le  nombre 
des  facteurs  premiers  différents  de  m  (n°  169,  \  Il  ). 
Soit  n  une  solution,  et  soit  j>  le  nombre  tel  que 

l'our  qu'à  cette  solution  corresponde  une  représentation  propre 
du  nombre  ///  par  la  forme  (i,  o,  i),  il  suffit  (pic  cette  forme  et  la 
forme  [m,  n,  p)  soient  de  même  classe.  Mais  ces  deux  formes  ont 
le  même  discriminant  i,  et  nous  avons  vu  (n"  323)  qu'il  n'y  a 
qu'une  classe  de  formes  de  discriminant  i.  Donc  ces  deux  formes 
sont  de  même  classe.  Donc  à  chaque  solution  de  lacongruence  (106) 
correspond  autant  de  décompositions  du  nombre  ///  en  une  somme 
de  deux  carrés,  qu'il  \  a  de  substitutions  modulaires  transformant 
la  forme  (/>?,  //,  />  )  en  la  forme  (i,  o,  î)  (n"  355).  Or  ce  nombre 
est  égal  au  nombre  de  substitutions  modulaires  transformant  la 
forme  (i,  o,  i)  en  elle-même  (n°  316).  Enfin  ce  dernier  nombre 
est  égal  a    [  (n°  318).  Il  \  a  donc  {.■>.''■  représentations  du  nombre. 

Remarquons  d'ailleurs  (pie  chaque  décomposition 

en  donne  immédiatement  sept  autres 

*2-M— J')~-    (—  •<•)-■  ■.»■*-,    (-■'•>-  -t— j-)-,   .'•-•'•-• 
y  +  (--r)\   (—yy  +  x*,   (-7)!+(-x)». 

D'ailleurs  deux  de  ces  décompositions  ne  sont  pas  identiques, 
excepté  si  m  =  i.  En  effet,  pour  que  deux  de  ces  décompositions 
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soienl  identiques,  il  Tant  que  l'un  «les  nombres  x  ou  y  soil  oui, 
ou  bien  que  ces  deux  nombres  soienl  égaux;  Si  l'un  des  nombres 
.r,  y  est  nul,  comme  ces  nombres  smii  d'ailleurs  premiers  entre 
eux,  il  faut  que  celui  qui  n'est  pas  nul  soit  égal  à  i .  Alors  m  =  i . 
Si  x  el  y  sont  égaux,  pour  qu'ils  soient  premiers  entre  eu\,  il 
faudrait  que  X  el  r  fussent  égaux  à  i  ;  alors  m  serait  égal  à  2,  cas 
supposé  écarté,  puisque  ///  est  impair. 

Donc,  le  cas  de  m  =  i  écarté,  si  l'on  ne  considère  pas  les  Imil 
représentations  trouvées  plus  haut  comme  distinctes,  le  nombre 
j .  ■>.'■'  -de  représentai  ions  doit  être  divisé  par  8,  ce  qui  donne  'i^-1 , 
et  Ton  arrive  finalement  au  résultat  suivant  : 

Tout  nombre  impair  m  différent  de  i,  et  dont  tous  les  fac- 
teurs premiers  sont  de  la  forme  fA-j-i,  est  décomposable  en 
une  somme  de  deux  carrés,  de  iV"~{  façons  en  désignant  par  <j. 
le  nombre  des  facteurs  premiers  différents  contenus  dans  m. 

Quant   au   nombre    i    il    est  décomposable   d'une   seule    façon 
en  o-  -f- 1  -. 
Exemples  : 

;  '  /  =  52 .  i3  =  i2 -+- 182  =  62-+- 17  . 

(320  est  encore  décomposable  en  10  +  1  5  ,  mais  les  nombres  io 
et  i5  ne  sont  pas  premiers  entre  eux;  cette  sorte  de  décomposition 
va  être  examinée  tout  à  l'heure.) 

Comme  cas  particulier,  on  a  ce  théorème,  dû  à  Fermai  et  dé- 
montré par  Euler  : 

Tout  nombre  premier  de  la  forme  \h-{-\  est  décomposable 

d  une  seule  façon  en  une  somme  de  deux  carrés. 

M"2.  Passons  maintenant  à  la  représentation  des  nombres  pairs, 
et  non-,  examinerons  encore,  en  premier  lieu,  la  représentation 
impropre. 

Soienl  2 m  le  nombre  proposé  el 

im  =  x-  -\-  y* 

une  décomposition  de  > m  en  une  somme  de  deux  carrés. 

x  et  y  ne  peuvent  être  pairs  tous  les  deux,  puisque,  par  hypo- 
1  hèse,  \\^  sont  premiers  enl re  eux . 
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11  ne  se  peul  pas  non  plus  que  l'un  de  ces  nombres  soit  paii  el 
l'autre  impair,  puisque  alors  la  somme  de  leurs  carrés  ne  pourrait 
être  paire. 

Donc  x  el  y  sonl  impairs  tous  les  deux. 

Soient 

./■      a  '  '    -  i  . 

y  =  ■.'      '■ 
On  a  alors 

>  m         (    './■'        li-         i    !  i  '         l  I-. 

d'où 

m  =  •>./'-'  -■-  >r'-  --  •_>../•'■+-  ■>  ;•       I  . 

Une  première  conséquence  est  que  ///  esl  impair,  \in-i.  //// 
nombre  pair  ne  peut  rire  décomposé  en  une  somme  de  deux 
carrés  premiers  cuire  eux,  que  si  ce  nombre  est  simplement 
pair. 

Ensuite  on  peul  (''(rire 

m  =  (jr'-t-/-t-i)8-h(ar'  —  /)*. 

D'ailleurs,  x'-\-y'-\-\  et  x' — y'  sont  premier-  entre  eux,  car 
>'ils  avaient  un  diviseur  commun,  ce  diviseur  diviserait  leur 
somme  ix'-^-x  et  leur  différence  ■>  >'  i:  ce  <pii  est  Impossible, 
puisi  pie  2.x1  -\-  i  et  iy'  -\-  i  sont  premiers  en  ire  eux.  Donc  à  toute 
décomposition    propre    de   2/w,  correspond   une  décomposition 

propre   de   ///. 

Réciproquement,  soit 

m       V       \- 

une  décomposition  propre  de  m ,  on  a 

>n,     ,  2(X«-HY2)    =(X+Y)«-|-(X  V)2. 

\  et  Y  étant  premiers  entre  eux,  \     -  ^  et  X  —  Y  le  sont  aussi. 
Donc  aussi,  à  toute  décomposition  propre  de  m,  en  correspond 
une  de  2  ///. 

Il  résulte  de  là  que  le  nombre  de  décompositions  propres  de 
'./>/  est  égalait  nombre  de  décompositions  propres  de  m. 


Exemple 


65o 


=  23     -+-  I  I 
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373.   Occupons-nous  enfin  des  décompositions  impropres. 
Soient  ///  un  nombre  el 

m  =(8j7')»+(«y)" 

une  décomposilion  de  m  en  une  somme  de  carrés  de  deux  nombres 
o./',  01  .  ;nant  o  comme  plus  grand  commun  diviseur.  On  voil 
que  m  est  divisible  par  S2,  et  que  l'on  a 

m 

B8  J 

./  el  y1  étanl  premiers  entre  eux  il  en  résulte  qu'à  la  décom- 
position  supposée  de  ///,  correspond  une  décomposilion  propre 

de   ",-■   Réciproquement,   à   toute   décomposition    propre   de  ^-> 

correspond  une  décomposition  de  m  en  une  somme  de  carrés  de 
deux  nombres  ayant  8  comme  plus  grand  commun  diviseur. 

On  peut  supposer,  dans  ce  qui  précède,  ô  =  i,  ce  qui  corres- 
pond aux  décompositions  propres. 

En  résumé,  pour  trouver  toutes  les  décompositions  propres 
ou  impropres  de  m,  il  faut  diviser  m  par  tous  les  carrés  par 
lesquels  il  est  divisible,  i  compris;  chercher  les  décompositions 
propres  du  quotient  et  remultiplier  les  deux  termes  de  chaque 
<leeornposition  par  le  carré  qui  a  servi  de  diviseur. 

Exemple  /.  —  Soit  le  nombre 

32)  =  52.  i  '). 

considéré  au  n"  371.  Outre  i,  ce  nombre  admet  encore  V-'  connue 
diviseur  carré. 

Le  quotienl  de  fa5  par  52  est  1 3  qui  se  décompose  propremenl 
de  la  façon  suivante 

(  )n  en  déduil 

')-'.  i  i       (  ").  »  i-  -i-  (  ->.3  l'- 
on 

—  2  2 

:  •".      m     •   i  i    . 
comme  seule  décomposition  impropre  de  325. 

/  /  eiiiple  II.  —  Soit  le  nombre 

->". .        [*.  5.  i3 
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Ce  nombre  esl  divisible  par  les  carrés 

i   .     3-'.     i  ".         (3.1 3 

I  .es  quotients  sonl 

I  .  > .  i  i    ,     i .  i  i    .     'y-,  i,     ). 

Le  premier  el  ]<■  troisième  de  ces  quotients  ne  sont  pas  repré- 
sentables proprement,  parce  qu'ils  contiennent  un  facteur  pre- 
mier 3  (|ui  n'est  pas  congru  à  i  (mod  i  i.  Mais  le  second  el  le 
troisième  quotient  sonl  représentables  proprement.  On  a 

i. i3    =  » '       ig         ig         22    . 

-,  -   , 

(  )d  en  déduit  les  trois  représentations  suivantes  du  nombre  7605, 
toutes  trois  impropres  : 

;(■„,•)  =  32.5. 1  »  "  =  6»      S;  "  =  57    -4-66    =  3g   +■  78    . 

HTi.  <)n  peut  remarquer  que  les  considérations  précédentes, 
non  seulement  montrent  de  combien  de  laçons  un  nombre  est 
décomposable  en  une  somme  de  deux  carrés,  mais  permettent 
d'opérer  la  décomposition. 

D'ailleurs,  il  pourra  être  plus  simple  d'opérer  par  tâtonne- 
ments. 

Comme  conséquence  de  ce  <|tii  précède,  on  a  le  théorème  sui- 
vant : 

Si  un  nombre  m  est  décomposable  en  une  somme  de  deux 
carrés  premiers  entre  eux,  II  en  est  de  même  de  i<>ni  diviseur 
de  m. 

En  effet,  d'après  l'hypothèse,  ce  nombre  ///  ne  peut  être  qu'un 
produit  de  facteurs  premiers  de  la  forme  fA  +  i,  ou  le  double 
d'un  tel  produit.  Il  en  «si  évidemment  de  même  de  loui  diviseur 
de  ce  nombre. 

375.  Décomposition  d'un  nombre  en  A/  somme  d'un  carré 
et  du  douille  (I  un  carré.  — ■  Occupons-nous  maintenant  de  la 
décomposition  d'un  nombre  en  la  somme  d'un  carré  el  du  double 
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d'un  carré;  c'est-à-dire,  proposons-nous,  étant  donné  ni,  de  trou- 
ver les  nombres  ./•,  y  tels  que 

/■-  -     > y'-   -  m. 

Examinons  d'abord  le  cas  particulier  où  m  est  impair  et  où  l'on 
demande  pour  jet  j  des  nombres  premiers  entre  eux.  Il  faut 
d'abord  que  le  discriminant  changé  de  signe  de  la  forme,  c'est- 
à-dire  —  2,  soit  reste  quadratique  de  m,  et,  pour  cela,  il  faut  que 
tous  les  facteurs  premiers  de  m  soient  de  l'une  des  formes  S  h  -\-  1 
ou  8 A    -  3. 

Réciproquement,  supposons  cette  condition  remplie.  La  con- 
tinence 

(107)  «2  =  —  1         (mod  m  ) 

est  alors  possible  et  a  2E1  solutions  incongrues,  p.  étant  Je  nombre 
des  facteurs  premiers  différents  de  m  (n°  169,  VII). 
Soit  n  une  solution  et  soit 

n  -  —  ////)  —  —  2 . 

Pour  qu'à  celle  solution  corresponde  une  représentation  propre 
du  nombre  m  par  la  forme  (1,  o,  2),  il  suffit  que  celte  forme  et  la 
loi  me  (m,  n .  j>)  soient  de  même  classe.  Mais  nous  avons  vu  (n°323) 
qu'il  n  \  a  qu'une  classe  de  formes  de  discriminant  1.  Donc  les 
deux  formes  (1,0,  2),  (m,  /?,  p)  sont  de  même  classe. 

De  plus,  à  chaque  solution  de  la  congruence  (10-),  corres- 
pondent autant  de  substitutions  modulaires  transformant  la  forme 
(  m.  n,p)  en  la  forme  (1,  o,  2)  qu'il  y  en  a  transformant  la  forme 
(1,0,2)  en  elle-même,  c'est-à-dire  deux  (n"  318)  et,  par  suite, 
deux  représentations  propres  du  nombre  par  la  forme.  Il  y  a  donc 
■>..■>.'.'■  de  ces  représentations. 

Remarquons  d'ailleurs  que  chaque  décomposition 

m  —  x'!-i-  iy- 

en  donne  immédiatement  trois  autres 

a?*4-2(—  y)*,        (_a?)ï-t-2/«,        (— a?)«-+-  a(— y)*. 

D'ailleurs,  <>n  voil  immédiatemenl  que  deux  de  ces  décompo- 
sitions ne  sont  pas  identiques,  excepté  si  m  =  1 . 

G.  20 
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Donc,  ce  cas  écarté,  si  l'on  ne  considère  pas  les  quatre  repré- 
sentations, donl  du  vient  de  parler,  comme  distinctes,  I»'  nombre 
■>.  ,:>.v-  des  représentai  mus  doil  être  divisé  par  [,  ce  <|ui  donne  al*   ' . 
et  l'on  a  le  résultai  suivant  : 

Tout  nombre  impair  m.  diffèrent  de  \ ,  et  dont  imis  les /ac- 
teurs premiers  sont  de  l'une  des  formes  SA  i  "//  SA  3,  est 
décomposable  en  lu  somme  d'un  carréet  du  double  d'un  cuir. 
de  deux  nombres  premiers  entre  eux,  de  :>.'.'■'  f  façons,  en  dési- 
gnant par  ul  le  nombre  des  facteurs  premiers  différents  con- 
tenus dans  m. 

Quanl   au    nombre  i,   il   est  décomposable  <l  une  seule  façon  : 


Exemples 


17  =   32-      2.2», 

2 


363  =3       1 1  -  —  ">2  -,  -2.  1  >  —  19  -t-  2. 1 z 

'v363  est  encore  décomposable  en    11    +2.11   ,'  niais   c'est   une 

décomposition  impropre.) 

(  iomme  cas  particulier,  on  a  ce  théorème  <lù  à  Lagrange  : 

Tout  nombre  premier  de  l'une  des  formes  <SA  1  ou  %h  3 
est  décomposable  d'une  seule  façon  en  une  somme  d'un  carré 
et  du  double  (i un  carré. 


WtiS.   Passons    maintenant   à    la    représentation    impropre    des 
nombres  pairs. 

Soient  0.DI  le  nombre  proposé,  et 

■un  =  ,r2-i-  if-. 

Il  s'ensuit  que  x  est  pair;  par  suite  y  est  impair,  puisque  x  el  j) 
sont  premiers  entre  eux.  Soit 


On  a  alors 
d'où 


y  =  if       1 . 

2 m  —  (  >  1    |i       -,  (  •>_)•'       1  i-', 
m  -   1  1  (2J         1  1'-'. 
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D'abord  m  est  impair.  Ainsi,  un  nombre  pair  ne  peut  cire 
décomposé  en  la  somme  <lu  carié  et  du  double  du  carré  de  deux 
nombres  pemiers  entre  eux,  que  s'il  est  simplement  pair. 

I  )c  plus 

m  =  <  2 y'  -7-  i)*-t-  >..  /•'-', 

/'  el  -r'-r-i  sonl  premiers  entre  eux,  puisque  x  et  y  Je  sont. 
Donc  à  toute  décomposition  propre  de  im  correspond  unedécom- 
positior  propre  de  m . 

Réciproquement,  soit  m  =  \2H-  j.\  -  une  décomposition  propre 
de  m;  \  est  impair,  et  l'on  a 

2  m   ='2\2-r  4  V2  =  (  2  Y  )«  ■+■  2X«, 

2 Y  et  X  sont  premiers  entre  eux,  car  X  et  Y  le  sont  et  X  esl 
impair. 

Donc  aussi  à  toute  décomposition  propre  de  ni  en  correspond 
une  de  2m. 

II  résulte  de  là  que  le  nombre  de  décompositions  propres  de 

■un  est  égal  au  nombre  de  décompositions  propres  de  m. 

Exemples  : 

»î  =  i'---  2.32, 

-  »<">  =  26  -H  2.52=  22-h  a.ig  . 

377.   Occupons-nous  enfin  des  décompositions  impropres. 
On  arrive  comme  au  n"  373  à  la  conclusion  suivante  : 

Pour  trouver  toutes  les  décompositions  propres  ou  impropres 
de  m.  il  faut  diviser  m  par  tous  les  carrés  par  lesquels  il  est 
divisible,  i  compris;  chercher  les  décompositions  propres  du 
quotient  et  remultiplier  les  deux  ternies  de  chaque  décompo- 
sition par  le  carré  qui  a  servi  de  diviseur. 

Exemple  1.  — Soit  le  nombre  363  =  3.  î  i   ,  considéré  au  n°  375, 

Outre  i.  ce  nombre  admet  encore  i  i    comme  diviseur  carré.   Le 

(63        •>        ., 
quotient  — -  =  6  se  décompose  proprement  en 

3  =  i»H    2.1*. 

(  )n  en  déduit 

36  >       m         .'..il. 
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Exemple  II.  —  Soit  le  nombre 

794/5  =  ".-.h  .17  . 

Ce  nombre  est  divisible  par  1-,  ."»-,  1-  ,  (5. 17 )2  elles  quotients 

sont 

".'-.  1  1  .  1  -   .     11.17,      '> .  1  1 .      1  1 . 

I  .<■  premier  et  le  troisième  quotient  ne  soni  pas  représentables. 

Quant  aux  deux  autres  ils  donnent 

—  !         —  2  —  2         —  2  2 

11.17   =21    4-  2.37   =27   -f-  2.35   . 
11=  3!+2.12, 

d'où  l'on  déduit 

79.475  =  io5  -t-2.i85  =  i35  -+-2. 175  =  v>3j  -f-2.85  . 
pour  représentations  du  nombre  proposé. 

378.  On  a  le  théorème  suivant,  analogue  à  celui  du  n°  374  : 

Si  un  nombre  m  est  décomposable  en  la  somme  <!' un  carré 
et  du  double  d'un  âarré  de  deux  nombres  premiers  cuire  eux, 
il  en  est  de  même  de  tout  diviseur  de  m. 

379.  Décomposition  d'un  nombre  en  la  somme  d'un  cuire  et 
du  triple  d'un  carré.  —  Occupons-nous  maintenant  de  la  décom- 
position d'un  nombre  m  en  la  somme  d'un  carré  et  du  triple  d'un 

carré 

.1  -  -+-  3  y2  =  m. 

Nous  supposons  d'abord  ///  impair  cl  non  divisible  par '6,  et 
nous  cberchons  les  valeurs  de  .r  ely  premières  entre  elles. 

II  faut  d'abord  que  le  discriminant  changé  de  signe  de  la  forme, 
c'est-à-dire  —  3,  soit  reste  quadratique  de  m,  et  pour  cela  il  faut 
(pie  tous  les  facteurs  premiers  de  m  soient  de  la  forme  6h  -f-  1 . 

Réciproquement,  supposons  celte  condition  remplie,  la  con- 
gruence 

«2s=  —  3  (mo<l  m  ) 

est  alors  possible  et  a  2!1  solutions  incongrues,  u.  étant  le  nombre 
des  facteurs  premiers  différents  de  ///. 
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Soit  n  une  solution  et 

/;-'  —  mp  —  —  3. 

Pour  qu'à  cette  solution  corresponde  une  représentation  propre 
du  nombre  m  parla  forme  (1,0,  3),  il  suffit  que  cette  forme  et  la 
forme  (/>?,  n.  p)  soient  de  même  classe.  Mais  nous  avons  vu  (n°323) 
qu'il  y  a  deux  classes  de  formes  de  discriminant  3.  Ces  deux 
classes  ont  comme  représentantes  les  deux  formes  réduites 

(i,  o,  3)     et    (t.,  i  ,  2). 

Si  donc  la  forme  (m,  n,  p)  n'était  pas  de  même  classe  que  la 
forme  (1,  o,  3),  elle  serait  de  même  classe  que  la  forme  (2,  1,  2); 
et  le  nombre  m  serait  représentable  par  cette  seconde  forme.  Mais 
cela  est  impossible,  parce  que  m  est  supposé  impair,  tandis  que 
la  forme  (2,  1.  2)  ou  z.r'2  -f-  2  xy  -f-  >y-  ne  peut  évidemment  re- 
présenter que  des  nombres  pairs.  Donc  la  forme  (/;?,  /*,/>)  et  la 
forme  (1 ,  o,  3)  sont  de  même  classe. 

En  poursuivant  le  raisonnement  comme  aux  nos  371  et  375  on 
trouve  que  : 

Tout  nombre  impair  m,  différent  de  1,  dont  tous  les  fadeurs 
premiers  sont  de  la  forme  6A-f-i,  est  décomposable  en  la 
somme  d'un  carré  et  du  triple  d'un  carré  de  deux  nombres 
premiers  entre  eux,  de  2V-~i  façons  en  désignant  par  pie  nombre 
des  facteurs  premiers  différents  contenus  dans  m. 

Exemples  : 

7  =  aM-3.i«, 

1  iS3  =  7  x  i3  =  10"—  3. 19"=  34"-+-  3.3-. 

1  1 83  est  encore  décomposable  en   2(>  -f-  3 . 1 3  ,  mais  c'est  une 

décomposition  impropre.) 

Comme  cas  particulier,  on  a  ce  théorème  du  à  Euler  : 

Tout  nombre  premier  de  la  for/ne  6h  ■+■  1  est  décomposable 
d'une  seule  façon  en  une  somme  d'un  carré  et  du  triple  d'un 
carré. 

380.  Passons  maintenant  à  la  représentation  impropre  des 
nombres  pairs.  Soit  im  le  nombre  proposé  cl 
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Il  s'ensuit  que  x  ely  sont  de  même  parité,  comme  d'ailleurs  ils 

surit  premiers  entre  eux,  ils  sont  tous  les  deux  impairs. 


<  )n  ;i  alors 
d'où 


x  —  >  x 
y  =  ■>■)■' 


'• 


>  m  —  <  2  x'  -+-  1  )-  -f-  3  (  >y'  —  1 
m  —    './'-'        23?'-+-  i\y'-—  C>y  —  2. 

I)imc  m  est  aussi  pair.  Soit  m  ■-=  ■> m' , 

/??'=  x'1  -1-  x'  -h-  3(  y'-  ■+■  y'  >  —  i . 

./•  '-  -f-  x'  et  jK^-f-y'  sont  pairs.  Donc  />?' est  impair.  Ainsi,  ;/// 
nombre  pair  ne  peu i  être  décomposé  en  la  somme  d'un  carré 
et  du  triple  d'un  carré  de  deux  nombres  premiers  entre  eux, 
que  s'il  est  doublement  et  non  triplement  pair. 

De  plus,  on  a  les  deux  équations 


i  i      i 
1 1 09  1 


ar'-+-  3  y'-*-  2 


'-(•--^)'-K;-:  ' 


Si  .r'etjK'sonl  de  même  parité,   l'équation  (108)  donne   une 

décomposition  de  m'  en  un  carré  et  le  triple  d'un  carré  de  deux 

nombres 

x  -+-  3  y'  —  2       y'  —  x' 


Ces  deux  nombres  sont  d'ailleurs  premiers  entre  eux,  car,  s'ib 
avaient  un  diviseur  commun,  ce  diviseur  diviserait  les  nombres 


3y 


•_,  (£=*).  „. 


o[ 


3/ 


y  —x  _ 


*y  -+-'  =y> 


ce  qui  est  impossible. 

Cette  décomposition  de  m1  est  donc  une  décomposition  propre. 

Si  x'  et  y'  ne  sont  pas  de  même  parité,  c'est  l'équation  (109 
i|ui  donne  une  décomposition  propre  de  m'. 
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lin   tout   cas,  à  une   décomposition   propre  de  •>. m  correspond 
une  décomposition  propre  de  m'. 
Réciproquement,  soit 

une  décomposition  propre  de  m'.  X  et  Y  seront  de  parités  diffé- 
rentes, puisque  /«'est  impair.  On  aura 

\m  =  ^  /»'  —  i  V  -+-  i  2 \\  -         \        \\  i-      3(X  —  \  >-'. 

\  >\  et  \  —  ^  sont  premiers  entre  eux.  En  effet,  un  facteur 
premier  commun  à  ces  deux  nombres  diviserait 

\        ;ï  _    \_\')  =  4V 

et 

X-^3Y  +3(X  — Y)=  i\: 

\  et  ï  étant  premiers  entre  eux,  ce  facteur  premier  commun  ne 
pourrait  être  que  ■>.. 

Mais  X  et  Y  étant  de  parités  différentes,  les  nombres  X  -f-  3  \ 
et  X  —  Y  ne  sont  pas  divisibles  par  2.  Us  sont  donc  bien  premiers 
entre  eux. 

Donc  aussi  à  toute  décomposition  propre  de  m',  correspond  une 
décomposition  propre  de  im. 

Il  résulte  de  là  que  le  nombre  de  décompositions  propres  de 
>/n  est  égal  au  nombre  de  décompositions  propres  de  m'. 

381.  Passons  maintenant  à  la  représentation  propre  des 
nombres  divisibles  par  3.  Soient  3 m  le  nombre  proposé  et 

3  ni  =  t1  -h  3/2. 

Il  s'ensuit  que  x  est  divisible  par  3  et,  par  suite,  y  ne  l'est  pas. 

Soi  e  n  t 

27—3.2?',        y  =  3jr'dzi. 
<  )u  a  alors 

m  =  3a?'2 H-  (3y~z  r)2. 

D'abord  ///  n'est  pas  divisible  par  3.  Donc  un  nombre  divisible 
pur  .1  in-  peut  être  décomposé  en  la  somme  du  carré  et  du  triple 
du  carré  de  deux  nombres  premiers  en  in-  eux,  </ue  s'il  est  sini- 
plement  divisible  par  3. 
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De  plus, 

m       ;  y     i  ■      1 1   . 

./•'  et  •>.  y'       i   sont    premiers  entre   eux,   puisque  x   cl  y  le   sont. 
Donc  à  toute  décomposition  propre  de  3/>*  correspond   une  dé- 
composition propre  de  ni. 
Réciproq uemenl ,  -oit 

m  =  X  V 

une  décomposition  propre  de  ///. 
\  n'esl  pas  <li\  isible  par  3,  el  I  on  a 

im  -     ;  V       gY«         H  r-       3  V. 

31  el  X  >oni  premiers  entre  eux,  car  \  el  ^i  le  sont,  et  \  n'esl 
pas  divisible  par  3.  Donc,  aussi  à  toute  décomposition  propre 
de  m,  en  correspond  une  de  '.\  m . 

Il  résulte  de  h'i  que  le  nombre  de  décompositions  propres  de 
\m  est  égal  au  nombre  '/<'  décompositions  propres  >!<•  m . 

Nous  laissons  mi  leeteur  le  soin  de  terminer  cette  question  en 
examinant  le  cas  de  la  décomposition  impropre  et  en  traitant 
quelques  exemples    numériques. 

On  remarquera  aussi  que  :  lorsqu'un  nombre  est  décompo- 
sable  en  la  somme  d'un  carré  et  du  tripled'un  carré  de  deux 
nombres  premiers  cuire  eux,  il  en  est  de  même  de  tout  divi- 
seur de  ce  nombre. 

382.  Nous  avons  été  amenés,  dans  le  courant  de  la  question 
précédente,  à  parler  de  la  forme  -ix-  4-  ixy  -\-  iy->  Occupons- 
nous  de  la  représentation  des  nombres  par  cette  forme.  Cette 
question  pourrait  se  traiter  directement*;  mais  on  peut  aussi  la 
ramener  à  la  précédente  en  remarquant  les  identités  : 


si  y  est  pair  et  .r  impair  : 

SI   ,  '        .ry       y*)        2  I  (^ 
si  y  est  impair  et   X  pair  : 


0 


—y 


; 


i./-  I 
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si  x  et  y  sont  de  même  parité;  et  l'identité 

2  (X*+  3Y»  i  =  2[(X  —  Y)«  -t-(X  —  Y)(aY)  ■+■  (aY)»]. 

Ces    identités  montrent  que  tout  nombre  représentable  par  la 

forme 

2  (x2 -+-  xy  -T- y'1) 

est  égal  au  double  d'un  nombre  représentable  par  la  forme 

et  qu'il  y  a   autant  de  représentations  du  premier  nombre  par  la 
première  forme  que  du  second  nombre  par  la  seconde  forme. 

383.  Décomposition  d'un  nombre  en  la  somme  d' un  carré 
et  du  quintuple  d'un  carré.  —  Traitons  encore  de  la  décompo- 
sition d'un  nombre  en  un  carré  et  en  un  quintuple  de  carré. 

La  forme  x2+  5  j'2,  ayant  comme  discriminant  5,  remarquons 
tout  de  suite  qu'il  existe  une  autre  classe  de  formes  de  discrimi- 
nant 5,  représenté  par  la  forme  réduite 

i.rl  —  ixy  -+-  3 y'2. 

Cherchons  d'abord  les  nombres  m  impairs  et  non  divisibles 
par  5,  représentables  proprement  par  l'une  ou  l'autre  de  ces 
formes.  Ces  nombres  ne  doivent  contenir  que  des  facteurs  premiers 
dont  —  5  soit  reste  quadratique;  c'est-à-dire  de  l'une  des  formes 

><>//        -!.         -H)  Il    -"    'J,        20A-7-7,        20/f-T-C). 

Cette  condition  remplie,  soit  w  le  nombre  de  ces  facteurs  pre- 
miers différents,  on  voit  qu'il  \  a  ^J  +  l  représentations  propres  du 
nombre  m  par  l'une  ou  l'autre  des  deux  formes  citées  plus  haut. 

Mais  il  reste  à  déterminer  par  laquelle  de  ces  deux  formes  se  fonl 
ces  représentations.  Or  il  est  évident  que  la  première  forme 
.r-'-l-  h  y-  ne  peut  représenter  que  des  nombres  congrus  à  1  ou  à 
—  1  (mod  5),  tandis  (pic  la  seconde  forme 

(■>.x  —  y  r-       5  r- 

IX- --  ■).r\  \  yi  =  _        -S-L iL_ 

ne  peut  représenter  que  de>  nombres  congrus  à  2  «m  —  2 (mod 5). 
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Donc  les  ••,.'J~rl  représentations  propres  <lu  nombre  m  sonl  des 
représentations  parla  première  forme  si  m  esl  de  l'une  îles  deux 
formes  5h  rfc  i,  par  la  seconde  si  ///  est  de  l'une  des  deux  formes 

5  //       Z  2. 

Remarquons  d'ailleurs  que  les  iv-+i  représentations  par  la  pre 
mière  forme  ne  donnent  que  2^"'  décompositions  distinctes  du 
nombre  en  un  carré  et  en  un  quintuple  de  carré. 

38i.  Des  considérations  analogues  s'appliquent  aux  formes  à 
discriminant  négatif,  mais  le  nombre  de  représentations  est  infini. 

Cherchons,  par  exemple,  les  nombres  décomposables  en  la  diffé- 
rence entre  un  carré  et  le  double  d'un  carré, 

(no)  a?* —  ■>  1-    -  m. 

Examinons  d'abord  les  nombres  ///  impairs,  et  ne  cherchons 
que  les  valeurs  de  x  et  de  y,  premières  entre  elles.  Pour  que 
l'équation  (i  io)  soit  possible,  il  faut  que  x  soit  reste  quadratique 
de  tous  les  facteurs  premiers  de  m.  11  faut  donc  que  ces  facteurs 
premiers  soient  tous  de  l'une  des  formes  S  h  -f-  i  ou  8  A  —  i . 

Réciproquement,  si  cette  condition  est  satisfaite,  on  voit,  comme 
dans  les  questions  précédentes,  que  le  nombre  m  est  représentable 
proprement  par  une  forme  de  discriminant  —  a  et  par  toutes  les 
formes  de  même  classe.  Mais  nous  avons  vu  (n°350)  qu'il  n'y  a 
qu'une  classe  de  ces  formes.  Donc  le  nombre  ///  est  représentable 
par  la  forme  x- — 2y2.  Mais,  d'après  ce  qu'on  a  vu,  il  y  a  une 
infinité  de  valeurs  de  x  el  y  répondant  à  la  question. 

Exemple  : 

7  =  3«  —  i.it-  5-'  —  ».  ;--  îï2      -..,-     


385.   Pour  ce  qui  est  de  la  représentation  propre  des  nombres 
pairs,  soit 

:>/n  -    .?■-  —  2y*, 

x  doit  être  pair,  et,  par  suite,  y  impair.  Soit  ./•  =  ix\  y  =  2y'-\-  i 
m  =  ix-  —  (  ■> y      m-       i  > v'       ■>  y'      [)* — i{x' — 2j-'--i)2. 
On  voit  que  m  doit  être  impair.  De  plus,  on  voit  qu'à  chaque 
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représentation    propre    de    ■>.  m    correspond     une    représentation 
propre  de  m  et  réciproquement. 

Enfin  les  représentations  impropres  d'un  nombre  m  s'obtien- 
nent, comme  toujours,  en  divisant  m  par  ses  diviseurs  carrés,  et 
cherchant  les  représentations  propres  du  quotient. 
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NOTE  A. 

SUR    LES   DIFFÉRENTS    SYSTÈMES   DE    NUMÉRATION. 

386.  La  base  b  d'un  système  de  numération  (n°  21)  est  un  nombre  dif- 
férent de  i.  d'ailleurs  absolument  (pieleonque.   Pour  écrire  les  nombres. 

dans  le  systè de  base  l>.  il  faut  employer,  outre  le  zéro,  l> —  t  chiffres, 

représentant  les  l>  —  i   premiers  nombres. 

Les   règles   des  opérations  sonl   les  mêmes,  dans  tous  les  systèmes  de 
numération. 

387.  Une  numération  curieuse  est  la  numération  de  base  i  ou  binaire. 
Dans  cette  numération  il  n'est  fait  usage  que  de  deux  chiffres,  o  et  t. 

Voici  les  premiers  nombres  écrits  dans  ce  système  : 

nu     deux     trois     quatre     cinq     six     sept 

I  IO  M  loo  lot         1 IO         III 


huit     neuf      dix      onze     douze     treize     quatorze 

IOOO   1001   I  oio   mil    l  100    I  101      I  I  lo 

Dans  ce  système  les  opérations  seraient  plus  simples  que  dans  le  sys- 
tème décimal:  mais  les  nombres  seraient  beaucoup  plus  longs  à  écrire. 

388.  La  possibilité  d'écrire  tout  nombre  dans  le  système  binaire  peut 
encore  s'énoncer  en  disant  que  tout  nombre  est  décomposable  en  une 
somme  de  puissances  de  ■>  il"  puissance  d'exposant  :■<'■/■"  comprise), 
chaque  puissance  étant  />/is<-  au  plus  une  fois. 

Exemple.  —    Le   nombre   quatorze   qui   s'écrit    riio   se  décompose  en 

,», 

389.  <  >n  peut  donner  à  ce  théorème  une  forme  matérielle  :  une  boîte 
de  poids  contenant  les  poids  de  i  ".  ■•'',  i  '.  8gr,  ...,  (2"  '  I1'  peut  ser- 
vira peser  tous  les  corps  (à  \-'  près)  jusqu'à  i-+-  ss  -t-..  .-H  in~ '  grammes 
ou  (  <" —  n  (.  les  poids  s,-  plaçanl  ions  dans  le  même  plateau. 
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390.  Voici  une  autre  réalisation  matérielle  :  Inscrivons  sur  un  carton, 
par  ordre  de  grandeur,  lous  les  nombres,  depuis  i  jusqu'à  2" —  1,  qui, 
étant  écrits  dans  le  système  binaire,  auraient  pour  dernier  chiffre  à  droite 
un  1  (c'est-à-dire  les  nombres  de  la  forme  2Â  +  1)  le  premier  de  ces 
nombre  esl  1;  sur  un  second  carton,  imi<  les  nombres  (depuis  1  jusqu'à 
2"  —  1}  qui,  étant  écrits  dans  le  système  binaire,  auraient  pour  avant- dernier 
chiffre  un  1  (c'est-à-dire  les  nombres  de  l'une  des  formes  ^/t  +  2,  \h  -+-  3), 
le  premier  de  ces  nombres  est  2  ;  sur  un  troisième  carton,  tous  les  nombres 
i  depuis  1  jusqu'à  2" —  1)  qui,  étant  écrits  dans  le  système  binaire,  auraient 
pour  avant-dernier  chiffre   à   droite    un   1    <  c'est-à-dire   les    nombres  de 

l'i les  formes  \h      \.\h  —  "».  4 /<—<>•  ; //  —  7),  le  premier  de  ces  nombres 

esl  ■>-.  ...;  enfin,  sur  un  /; ;""c  carton,  tous  les  nombres  (depui-  1  jusqu'à 
■1" — 1)  qui  auraient  pour  nième  chiffre  en  partant  de  la  droite  un  1  (c'est- 
à-dire  les  nombres  2"_I,  2"-  1-t-l,  2B— '-t-2,  ....  2"~l  -+-  1"-1  —  1),  le 
premier  de  ces  nombres  est  2"-1. 

Dans  ces  conditions,  il  est  clair  que  tout  nombre  est  égal  à  la  somme 
des  premiers  nombres  des  cartons  sur  lesquels  il  est  inscrit.  Par  exemple, 
le  nombre  53,  qui  s'écrit  110101,  est  inscrit  sur  le  premier  carton  qui 
commence  par  1,  sur  le  troisième  qui  commence  par  4,  sur  le  cinquième 
qui  commence  par  16,  sur  le  sixième  qui  commence  par  3ï.  Or 

H-  4  -4-  16  -+-  32  =  53. 

391.  La  numération  ternaire  donne  des  résultats  analogues.  Quand  un 
nombre  est  écrit  dans  le  système  ternaire,  les  chiffres  ne  sont  que  des  1 
ou  «les  2.  Exemple  : 

102 1 1 'ni. 

Mais  quand  un  chiffre  est  un  2,  retranchons-lui  >,  le  chiffre  devient  égal 
a  (— 0  (nous  l'écrirons  T).  Ajoutons  d'ailleurs  1  au  chiffre  qui  précède  à 
gauche,  le  nombre  n'aura  pas  changé.  De  proche  en  proche,  on  arrivera 
à  ce  que  tous  les  chiffres  soient  des  1  en  valeur  absolue.  Ainsi  le  nombre 
précédent  s'écrit  successivement 

1 02 1 120 1  —  1 02 1  ».ïo  1  =  1 022TT0  [  =  11 0TTT0 1 . 

Donc  :  tout  nombre  est  décompûsable  en  une  somme  de  puissances 
de  3,  diminuée  d'une  somme  d'autres  puissances  de  3,  chaque  puis- 
sance n'étant  prise  qu'une  fois. 

Une   boîte    de  poids,    contenant  les   poids  de  i"r,  3gr,  </' (  3"~l  f , 

peut  servir   à   peser   tous   les   corps  à  l*r  près,  jusqu'à    1  -+-  >  -1-  j2.  .  .3"-' 

3*— 1 

ou grammes,  les  poids  se  plaçant  les  uns  dans  un  plateau,  les  autres 

dans  l'autre. 

Il  existe  encore  d'autres  applications  intéressantes.  Voir  Lucas,  Récréa- 
tions mathématiques  1  Paris,  Gauthier-Villars). 
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NOTE  B. 

SUR    LES   rCOMBHES   PRBMIER8. 

:;'.»J  Nous  .in "ii-  démontré  (n°  33)  que  la  suite  des  nombres  premiers 
est  illimitée. 

Ce  théorème  se  trouve  déjà  dans  Euclide. 

I  ne  généralisation  très  belle  de  ce  théorème  a  été  énoncée  par  Le  gendre 
el  démontrée  par  Lejeune-Dirichlet,  à  ~;i  s  < »i  i  :  Toute  progression  arith- 
métique dans  laquelle  le  premier  terme  et  la  raison  sont  premiers 
entre  eux  contient  une  infinité  de  nombres  premiers  i  '  i. 

Voici  de»  cas  particuliers  de  ce  théorème  : 

393.  //  existe  une  infinité  de  nombres  premiers  de  la  forme  \h  —  i. 
Autrement  dit,  soi/  p  un  tel  nombre,  il  en  existe  un  plus  grand.  En 
effet,  faisons  le  produit  de  tous  les  nombre*  premiers  de  i  à  p  :  multiplions 
ce  produit  par  2  et  retranchons  i  au  résultat.  Nous  obtenons  un  nombre  \ 

A  =2(1.2.3.5.7 p)  —  1 . 

Si  A  est  premier,  comme  il  est  de  la  forme  \  h —  1  et  qu'il  esl  è\  idemmenl 
plus  grand  que  /',  le  théorème  est  démontré. 

Si  A  n'est  pas  premier,  il  admet  des  dn  iseurs  premier-,  ei  l'on  démontre, 
.  omme  au  n°  33,  que  tous  ces  diviseurs  son!  plus  grands  que  p.  Mais, 
d'autre  part-,  ces  diviseurs  ne  sont  pas  tous  de  la  forme  j  h  —  1 .  puisque 
leur  produit  n'esl  pas  de  celte  forme.  Donc  il  y  a  au  moins  un  diviseur 
premier  de  A,  de  la  forme  1 /'  —  1,  et  plus  grand  que  />.  Le  théorème  esl 
donc  démontré. 

394.  <  )n  démontre  de  la  même  façon  qu'i7  existe  une  infinité  de  nombn  s 
premiers  de  la  forme  6h  — 1. 

:;'.r>.  //  r.riste  une  infinitc  <  le  nombres  premiers  de  la  forme  \h       1. 
En  effet,  soil  p  un  tel  nombre.   Formons  la  quantité 


A    =(1.2. 


:...Pr- 


Si  A  e*l  premier,  comme  il  est  de  la  forme  ( h  -+- 1  et  plus  grand  que/?,  le 
théorème  esl  démontré.  Sinon  A  admet  des  diviseurs  premiers,  tous  plu- 
grands  que  p.  Tout  revient  à  démontrer  que  le*  diviseurs  premier-  de  \ 
-ont  de  la  forme  \  h      i .  En  effet,  A.  esl  un  nombre  impair  égal  à  la  somme 

(  '  )  M.  de  La  Va  lier  poussin  a  donné  dans  ces  derniers  temps  une  démonsl  rai  ion 
de  ce  théorème,  plus  simple  que  celle  de  Dirichlet.  Voyez  :  Recherches  analy- 
tiques sur  la  Théorie  des  nombres  premiers,  i* partie,  Chap.  l\ .  Bruxelles;  Hayez. 
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de  deux  carrés  premiers  entre  eux.  Donc,  d'après  ce  qu'on  a  vu  au  n°  374, 
tous  ses  diviseurs  premiers  sont  de  la  forme  \h-\-\. 

396.  Pour  démontrer  qu'i7  existe  une  infinité  de  nombres  premiers  de 
la  forme  G/t  —  i  on  considérera  l'expression 

3(i  .•>. .'!.'»..  .  i-      i , 
et  l'on  s'appuiera  sur  le  résultat  du  n°  381. 

397.  Il  y  a  une  infinité  de  nombres  premiers  de  la  forme  S/t—  ~>. 
Ici  l'on  considérera  la  quantité 

A  =  (:i.  >.;...  pY--r-  ?.2. 

C'est  un  nombre  impair  égal  à  la  somme  de  deux  carrés  premiers  entre 
eux,  donc  les  facteurs  premiers  de  cette  expression  sont  tous  de  la  forme 
4A-t-ï,  par  conséquent  de  l'une  des  formes  8/n-i  ou  8 /« -1-5.  De  plus,  A 
étant  de  la  forme  8 h-\- 5,  ces  facteurs  premiers  ne  sont  pas  tous  de  la 
forme  SA  — 1.  La  démonstration  s'achève  facilement. 

398.  Quant  à  la  démonstration  générale  du  théorème  de  Dirichlet, 
nous  ne  la  donnerons  pas  ici.  Elle  repose  sur  la  considération  de  séries  de 

la  forme  x.— >  a«  étant  un  coefficient  indépendant  de  s,  et  sur  la  trans- 
ît =1 

formation  de  ces  séries  en  produits  contenant  les  nombres  premiers. 
Nous  allons  seulement  ici  considérer  une  de  ces  séries,  la  série 

111  1 

,.s-  2S  >'       '  nS 

Mous  allons  montrer,  d'après  Euler,  comment  on  la  transforme  en 
produit  contenant  tous  les  nombres  premiers.  Nous  en  déduirons  le  théo- 
rème du  11    35,  la  suite  des  nombres  premiers  est  illimitée. 

399.  Nous  démontrerons  d'abord  les  théorèmes  suivants  : 

i°  La  série  (1)  est  convergente  pour  s>i;  20  elle  est  divergente 
pour  s~l\;  3"  lorsque  s  tend  vers  1  par  valeurs  plus  grandes  que  1, 
la  somme  île  cette  série  croit  indéfiniment. 

En  rilet  : 

1°  On  peut  grouper  le-  termes  de  la  série  (1)  de  la  façon  suivante  : 

i*  '    \is~     3*/       \4*  "*"  5*       6* 

1 
■y  '  (2"-+-i)*  ~*  '  '     ci"+ 


Le»»; 


NOTE    II. 


Si,  dans  chacun  des  groupes,  I  '>n  remplace  chaque  terme  par  le  premiei 
d'entre  eux,  qui  cm  le  plu-  grand,  un  obtient  une  progression  géométrique 


i             i  i  i 

H -+- 


U"r 


qui  est  convergente  pour  s      i  *'t  a  pour  somme  — • 

La  série  (  1 1  esl  donc,  a  fortiori,  convergente  pour  s      f.  Désignons, 
d'après  Riemann,  sa  somme  par  Ç(s),  on  a 

Ç(0<  —  .    • 


a"  Si,  maintenant,  l'on  groupe  les  ternie-  de  la  façon  suivante 
[•<  ~;~  a*  "l\3*  "^  4-7       \5S        6        -        8* ) 


I  ,  2"        I 


)S    ■       (2»__2)5   "1_-- 


!_1 


et  que,  dans  chaque  groupe,  l'on   remplace  chaque   terme  par  le  derniei 
d'entre  eux  qui  est  le  plus  petit,  on  obtient  l'expression  suivante  : 


2* 


\_  '      2*-1    '    4*-'  "^  8*->      '  '  '      (a"*1  y-1  """ ■  "  '  J  ' 


la  quantité  entre  crochet-   étant    une  progression   géométrique   de   raison 

— —  »  qui  est  divergente  pour  si  i.  La  série  (i)  est  donc,  a  fortiori,  divei 

gente  pour  «Si. 

:     Si  s       i,  la  seconde  transformation  montre  que 


Ç(0> 


2S  I 

I  — 

a*-1 


Ç(*)>i 


Si  *  tend  vers  i,  le  second  membre  de  cette  inégalité,  et  a  fortiori  le 
premier,  croît  indéfiniment. 

-iOO.  Nous  allons  maintenant  montrer  comment  on  transforme  £(s)  en 
produit  contenant  tous  les  nombres  premiers. 
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On  a,  pour  s  >  i, 

*./  n  _  j L  _    _L  _L 

On  en  déduit 

^T  =  "T-1-  77-*-  ^  +  •••> 
,.s  2S         j>        b-s 

d'où,  en  soustrayant  membres  à  membres, 

les  termes  »  1 1 1  second  membre  de  cette  égalité  ne  contenant  plus  au  déno- 
minateur que  les  nombres  impairs. 
Maintenant,  de  l'égalité  (2),  on  déduit 

CW(.-£U  =  5  +  5  +  ÎS+-. 

et  en  retranchant  membres  à  membres  les  égalités  (2)  et  (3), 


1 
~  3^ 


h^  termes  du  second  membre  ne  contenant  plus  au  dénominateur  que  les 

1 bres  non  divisibles  par  2  ni  par  3. 

En  continuant  ce  procédé  jusqu'au  nombre  premier  y?,  on  obtient 

M>  «•>(-i)(-5)-(-7)-f.^- 

les  termes  du  second  membre  ne  contenant  plus,  au  dénominateur,  que 
les  nombres  non  divisibles  par  2  ni  par  3,...  ni  par/?  ('). 

401.  Ceci  suffit  pour  démontrer  que  la  suite  des  nombres  premiers  est 
illimitée.  Supposons,  en  effet,  pour  un  moment,  qu'il  n'y  ait  qu'un  nombi  e 
limité  de  nombres  premiers  1  ,■.»....,  p.  L'égalité  (4)  deviendrait  alors 


-±)(-*)-(-?) 


(')  Rien  d'ailleurs,  dans  le  raisonnement  précédent,  n'oblige  à  supposer  que 
l.  -  nombres  premiers  introduits  dans  le  calcul  aient  été  tous  les  nombres  pn- 
noiers  croissants  successifs.  Soient  p,q,  ...,rdes  nombres  premiers  quelconques, 
différents  deux  à  deux,  on  a 


«•>('-;?)('-?)-(-?K 


les   termes   du    second    membre    ne   contenant   plus  au   dénominateur   que    des 
nombres  non  divisibles  par  /;,  g, . ..,  r. 

C.  1 1 
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Mais  cette  égalité   esl    impossible,   car  s   tendant  vers  i,   le   premiei 
membre  croîtrait  indéfiniment,  tandis  que  le  second  tendrait  vers 


i—  -  || 


-O-(-i) 

Donc  la  suite  des  nombres  premiers  est  illimitée. 

4.<)i.   Reprenons  l'égalité  l  \)\  supposons  que  p  avance  indéfiniment  dans 
la  série  îles  nombres  premiers.  Dans  le  second  membre  de  l'égalité  le  terme 

qui  suit  —  est  un  terme  qui,  dans  la  série   N   — -  >  a  un  rang  au  moins  égal 

à  p  •+-  2.  Donc  le  second  membre  tend  vers  i,  quand/»  croît  indéfiniment. 
On  obtient  donc  à  la  limite 


«*>n(-;)- 


le  signe    7    sétendant  à  tous  les  nombres  entiers,  et  le  signe  lia  tou< 


les  nombres  premiers. 
C'est  l'identité  d'Euler  (  '  ). 


(')  Voici  une  généralisation   facile  et  qui  mettra   le  lecteui  sur  la  M>ie  de  la 
démonstration  générale  d<-  Dirichlet  : 
I  lonsidérons  la  série 


y  ,  (--T     _j -L  +  - î- 

mu  (  ■  n  -+-  i)'        1*        3'        5'        -j' 


On  démontre  qu'elle  est  convergente  pour  s^    o.   Pour  ces  valeurs  des,  elle 
représente  une  foncti le  s  que  nous  désignerons  par  /  (■'O-  En  particulier 

xco-f- 

<  >n  démontre  ensuite  que 

xo=n  ^rn-nv-'.-^nr-Vv 

p' 

le  nombre  premier  2  n'entranl  \>.k  dans  le  produit,  p'  désignant  les  nombres  pre 
mi  ers  de  la  forme  '\h      1,  /»    ceux  d<-  la  forme  '1  A  — 1. 

In  comparant  celte  identité  avec  celle  d'Euler,  00  arrive  à  démontrer  qu'il  y  a 
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403.  L'identité  d'Euler,  et  les  fonctions  Ç(s)  et  analogues,  ont  donné 
naissance  à  de  nombreux  travaux  (  '  ).  Parmi  les  problèmes  qui  y  sont 
i  taitcs,  se  trouvent  ceux  relatifs  à  la  façon  dont  les  nombres  premiers  sont 
distribués  dans  la  suite  naturelle  des  nombres.  Parmi  les  résultats  obtenus 
se  trouve  celui  -ci  : 

Quelque  petit  que  soit  le  nombre  positif  k,  le  nombre  des  nombres 
premiers  compris  entre  x  et  (i-+-  k)x  augmente  indéfiniment  avec  x, 
démontré  à  peu  près  en  même  temp-  par  MM.  Hadamard  et  de  la  Vallée- 
Poussin  (*■). 

4()i.  Signalons  en  passant  un  travail  d'une  autre  nature  dû  à  Tchebyscheff 
et  permettant  de  calculer  une  limite  inférieure  et.  une  limite  supérieure  du 


une  infinité  de  nombres  premiers  de  chacune  des  deux  formes.  (Pendant  que  nous 
sommes  sur  ce  point,  disons  que  le  théorème  de  Dirichlet  sur  la  progression 
arithmétique  a  été  étendu  par  lui-même  aux  nombres  représentés  par  une  forme 
quadratique.) 

(')  Contentons-nous  d'indiquer  les  principaux  : 

Lejeune-Dirichlet,  Abhandlungen  der  Berliner  Akademie  (i83;)  ou  Vorle- 
sungen  iiber  Zahlenlheorie,  pnblié  par  Dedekind  (3e  édition,  Brunswick,  1881). 

Schlœmilcii,  Zeitschrift  fur  Mathematik  und  Physik  (1849). 

Ibid.  (i858). 

Riemann,  Ueber  die  Ânzahl  der  Primzahlen  unter  einer  gegebenen  Grosse 
(Monatsberichte  der  Berliner  Akademie;  novembre  1859,  ou  Œuvres  com- 
pté tes). 

Horwitz,  Einige  Eingeschaften  der  Dirichlet' schen  Functionen  /(—)—; 

1  Zeitschrift  fur  Mathematik  und  Physik,  t.  XXVII,  1882). 

A.  Piltz,  Ueber  die  Hàufigkeit  der  Primzahlen  in  arithmetischen  Progres- 
sionen  und  iïber  verwandte  Gesetze.  (Dissertation).  Iéna,  A.  Neuenhahn ;  1884. 

Lipschitz,  Untersuchunu  der  Eigenschaften  einer  Gattung  von  unendlichen 
Reihen  {Journal  de  t relie,  t.  CV,  1889). 

Il  ldamard,  Etude  sur  les  propriétés  des  fonctions  entières,  et  en  particulier 
d'une  fonction  considérée  par  Biemann   (Journal  de  Liouville,  1893). 

Cahen,  Sui  lu  fonction  Ç(s)  de  Riemann,  et  sur  des  fonctions  analogues 
1    [nnales  de  l'École  Normale  supérieure,  189'!). 

De  i. a  Vallée-Poussin,  Recherches  analytiques  sur  la  théorie  des  nombres 
premiers  (Annales  de  la  Société  scientifique  de  Bruxelles,   t.   XX,   2e  partie, 

Hadamard,  Sur  la  distribution  des  zéros  de  la  fonction  Ç(s),  etc.  (Bulletin 
de  la  Société  Mathématique  de  France,  1.  XXIV;  1896). 

Von  Mangoldt,  Journal  fur  die  reine  und  angewandtc  Mathematik, 
1.  CXIV. 

(-)  J'ai  donné  (Annales  de  l'École  Vormale  supérieure,  189',  )  uuc  démon- 
stration non  rigoureuse  mais  très  simple.  Cette  démonstration  deviendrait  rigou- 
reuse si  l'on  parvenait  à  dén trer  ce  théorème  énoncé  par  Riemann  :  Les  racines 

imaginaires  de  la  fonction  Ç(s)  sont  de  la  forme  -  -\-li,  l  étant  réel. 
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nombre  des  nombres  premiers  compris  entre  deux  nombres  donnés  a  ei  6. 
Ce  Travail  se  trouve  reproduil  dans  le  second  Volume  du  Cours  d'A  lg<  bn 
supérieure  de  Sei  ret. 

NOTE  C. 

SUR    LA    DÉCOMPOSITION    DES   NOMBRES   EN    FACTEUR8   PREMIERS. 

405.  Mous  avons  vu.  au  u"'.\~.  comment  on  reconnaît  si  un  nombre  esl 
premier.  On  le  divise  successivement  par  les  nombres  plus  petits  que  lui, 

•  I   l'un  voit    m  certaine-  de  ce-  divisions   réussissent. 

Il  est  évidemment  avantageux  d'essayer  les  diviseurs  par  ordre  de  gran- 
deur croissante.  On  peut  d'ailleurs  se  borner  aux  diviseurs  premiers.  <  >n  est 

1 ■  aidé  par  une  table  'les  nombres  premiers,  même  n'allant  pas  jusqu'au 

nombre  proposé.  En  tout  cas  il  est  inutile  d'essayer  les  diviseurs  que  l'on 
reconnaît  immédiatement  n'être  pas  premiers,  par  exemple  les  nombres 
pairs,  les  nombres  divisibles  par  3,  par  ">. 

Enfin,  les  divisions  étant  faite-  dan-  l'ordre  qu'on  a  dit  plus  haut,  tandis 
«lue  les  diviseurs  augmentent,  les  quotients  vonl  en  diminuant  ou  tout  au 
inoins  n'augmentent  pas.  On  arrive  donc  à  une  division  dan-  laquelle  le 
quotient  est  inférieur  ou  égal  au  diviseur. 

Si,  à  ce  moment,  aucune  division  n'a  réussi,  on  peut  arrêter  les  essais, 
le  nombre  proposé  est'premier.  lui  effet,  si  une  division  suivante  réussis- 
sait, le  nombre  proposé  serait  divisible  par  le  quotient  de  cette  division. 
c'est-à-dire  par  un  nombre  inférieur  OU  au  plus  égal  au  diviseur  de  la 
divi-ion  à  laquelle  on  s'est  arrêté,  ce  qui  est  impossible. 

Ceci  revient  à  dire  qu'on  n'a  besoin  d'essayer  que  des  diviseurs  inférieurs 
à  la  racine  carrée  du  nombre  proposé. 

M)6.   Enfin  nous  allons  montrer  comment  on   peut  restreindre  le  choix 
des  diviseurs  à  essayer.  La  théorie  des  formes  quadratiques  va  nous  per- 
mettre, en  effet,  de  fixer  certaines  formes  linéaires  dans  lesquelles  doivent 
c  trouver  les  facteurs  premiers  d'un  nombre. 

Soit  m  le  nombre  dont  il  s'agit  de  savoir  s'il  est  premier  ou  non.  Je 
peux  supposer  ///  impair.  Supposons  qu'on  ait  mis  m  sous  la  forme 

i  i  m  —  ao72-t-  ibxy  -+-  cy'-. 

Si  ./•  et  y  n'étaienl    pas  premiers  entre  eux,   ///   ne  serait    pas    premier. 
Supposons    donc    que   x  et  y  soient   premiers   entre    eux.   <>n    sait    alors 
n°  'So"2)  que  la  congruence 

//-    .  —  D        (  mod  m  i, 

'c,  en  posant 

D  =  ac  —  b1. 
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Soit  p  un  facteur  premier  quelconque  de  m.  Le  nombre  p  est  néces- 
sairement  impair,  puisque  m  l'est. 

La  congruence  (i)  eut  raine  la  -ni  vaille 

//  -  I»         (  niod  p), 

cel  le  dernière  entraîne  la  condition 

—  D 


Soit  D'2  le  plus  grand  carré  par  lequel  suit  dh  isible  l>    l'osons 

D  =  D'*D". 
La  condition  i  3  |  péul  s'écrire  plus  simplement 

/'      / 

Or  D"  n'étant  plus  divisible   par  aucun  carré  différent  de  i,  et  /)  étant 

impair,  cette  condition  entraîne  (  n"  194)  que  p  appartienne  à  certaines 
progressions  arithmétiques  de  raison  D"  ou  4D".  Pour  voir  si  m  est  premier, 
il  suffira  donc  d'essayer  les  diviseurs  de  m  par  des  diviseurs  appartenant 
à  ces  progressions. 

11)7.  Remarque.  —  Supposons  qu'on  ait  mis  m  sous  différentes  formes 
ni  =  ai!+  ibxy-{-cyi=a'x'^  --'.b' x'y'-i-c'y'-2=  a"  x'^-h^b"  x"y"-h  c"y'"2, 
x,  y  étant  premiers  entre  eux,  ainsi  que  x',y'  et  x",y".  On  en  déduit  plu- 
sieurs systèmes  We  progressions  arithmétiques  auxquelles  appartiennent 
née  sssairement  tous  les  facteurs  premiers  impairs  de  m.  Il  nepeutyavoir 
que  les  nombres  communs  à  ces  différents  systèmes  qui  soient  facteur- 
premiers  impairs  de  m. 

Remarque.  —  Le  procédé  précédent  permet  ainsi  non  seulement  de 
reconnaître  si  un  nombre  est  premier,  mais  de  le  décomposer  en  facteur.-» 
premiers. 

ION.   Pour  appliquer  cette  théorie,  il  faut,  étant  donné  un  nombre  m.,  le 

met  I  i  e  -,,11-   la   forme 

ax-      2  bxy  -+-  cy"1. 

On  peut  \  arriver  par  tâtonnements.  Si,  par  exemple,  on  se  borne  à  la 
forme  particulière  ,r2+  D/-,  il  suffira  de  prendre  un  nombre  x  quel- 
conque,  de  l'élever  au  carré,  de  retrancher  le  résultat  du  nombre  m,  puis 
de  mettre  la  différence  sous  la  forme  Dy~,  ce  qui  est  toujours  possible, 
puisqu'on  peut,  en  tout  cas,  prendre  jr  =  i.  En  prenant  x  assez  voisin 
de  \  ///.  on  aura,  pour  l*>  ',  un  nombre  relativement  petit. 

(  >n  t  rouvera  d'ailleurs  à  la  fin  <lu  Volume  une  Table  donnant  les  expres- 
sions linéaires  <\r-  diviseurs  des  formes  quadratiques  #2 -+-  Dy2,  pour  toutes 
les  valeurs  de  D  de  --  toi  à  -+-  ror. 
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i09.  Exemple.  —  Dan-  la  démonstration  du  n°  35,  nous  avons  consi- 
déré l'expression  A  obtenue  en  faisant  le  produit  des  nombres  premiers 
depuis  i  jusqu'au  nombre  premier  />.  el  nous  avons  raisonné  successive- 
ment  dans  l'bypotbêse  où  cette  expression  est  première,  <-t  dans  l'hypo- 
thèse où  elle  ni'  l'est  pas.  En  fait,  est-elle  première  ou  non? 

Pour  p  —  •>.,  3.   "'.7.   1  1 .  mu  ;■  1  e»|>rctivrii).'iit 

\  i.     -,       II,       Ml.       '    il   I  . 

Toutes  ces  valeurs  de  V  sont  premières,  elles  sont  contenues  dans  la  Table 

donnée  à  la  fin  de  cet  I  >u\  rage. 
Soit  maintenant  p      1 3.  on  trouve 

A  —  3oo3  1 . 

Ce  nombre  sort  des  limites  «le  la  Table.  Sa  racine,  à  une  unité  près, 
est  i;3. 

On  sait  d'ailleurs,  d'après  le  raisonnement  fail  au  n° .'!.%.  que  ses  facteurs 

premiers    sont    supérieurs   à   1  >.   On   voit    <l dès    maintenant  qu'on  n'a 

besoin  de'ssayer  que  les  divisions  de  A   par  les  nombres  premiers  de   17 

1  -  ;.  tdii-  contenus  dans  la  Table  I. 

Maintenant  mettons  3o3oi  sous  la  forme  .r2—  Dj2.  Si  l'on  ess  -  17  3, 

on  trouve 

300  >  I  =    I  7  J       h  In). 

valeur  peu  favorable,  car  la  forme  a?*-t- 102  j*-'  sort  des  limites  de  la  Table  III. 

Essayons  x  =  \-'\,  on  trouve 

—  2 
3oo3i  =  174    —  5.72. 

D'ailleurs    lyj   el   7  v"nt   premiers  entre  eux.   Donc  3oo3i  est  représenté 
proprement  par  la  forme 

Donc,  ses  diviseurs  premiers  sont  de  l'une  des  formes 

I    î  I  :>n/l  -      1  .    i|.     I  1,     19. 

En  essayant  x  =  172,  on  ne  trouve  rien  de  favorable. 
ICn  essayant  x  —  17  ),  on  trouve 

>oo3i       1 7  S        66.3*. 

17"»  et  3  -ont  premiers  entre  eux.  Donc  3oo3i  est   représenté  proprement 
par  la  forme 

X1  —  m(iJ'j. 

Donc  ses  diviseurs  premiers  sont  de  l'une  des  formes 

\    >',//  — 1,   "»,   t3,   17,   19,    -').    '.1.    ii.    [3,    I9,  53,    mi.  lu,  65, 
/       85,  95,  97,   to3,    109,   125,    i3<».   [55,    [61,   167,   1% 
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,  Nous    ne  terminons  pas  l'énumération,  car  nous  n'en  avons  pas  besoin, 
n'ayant  à  rechercher  que  les  facteurs  premiers  entre  17  et  1 7 3 . ) 

Les  nombres  premiers  de  l'une  des  formes  (4),  compris  entre  i3  et  17». 
sont 

(G)     19,  29,  3t,  41,  59,  61,  71.  79,  89,   101,   109,  i3i,   139,   149,   i5i. 

Les  nombres  premiers  de  l'une  des  formes  (5),  compris  dans  les  même; 

limites,  sont 

'7)  >7>   '9,  3i,    ji,  43,  53,  59,  61,  97,   io3,    109,    139,   167. 

Donc,  un  facteur  premier  de  3oo3i  doit  appartenir  à  la  fois  aux  deux 
suites  (G)  et  (7)  et,  par  conséquent,  ne  peut  être  que  l'un  des  nombres 

1  S)  19,  3r,  41,   5g,  Ci,    109,   i3g. 

Enfin  on  peut  encore  faire  cette  remarque,  à  savoir  que  3oo3i  étant  de 
la  forme  \lt  —  1,  a  au  moins  un  facteur  premier  de  cette  forme. 
Parmi  les  nombres  (8),  il  ne  reste  donc  à  essayer  que 

19,  3r,  59,   i3g. 

Les  divisions  par  19  et  3  r  ne  réussissent  pas.  Mais  la  division  par  5g  réus- 
sit, et  l'on  trouve 

3oo3i  =  59  X  509. 

Ainsi,  pour/?  =  i3,  l'expression  A  n'est  plus  un  nombre  premier  ('). 
D'ailleurs  le  nombre  009  est  dans  la  Table  I.  Il  est  premier. 

410.  Sur  la  décomposition  en  facteurs  premiers  des  nombres  de  la 
forme  a"l±i.  —  Nous  nous  proposons,  ici  encore,  de  déterminer  cer- 
taines  formes  dans  lesquelles  sont  compris  les  facteurs  premiers  des 
nombres  de  la  forme  a"l±i. 

Examinons  d'abord  les  nombres  de  la  forme  a"1  —  1. 

Soit  m'  un  diviseur  de  m.  On  sait  que  a"1' — 1  est  un  diviseur  de  a'"  —  1. 
Donc  tout  facteur  premier  de  a"1' — 1  est  aussi  un  facteur  premier  de  a'" — 1. 

Nous  pouvons  donc  diviser  les  facteurs  premiers  de  a"1  —  1  en  deux 
classes  :  i°ceu\  qui  ne  sont  facteurs  d'aucun  nombre  de  la  forme  a'" — 1, 
m'  étanl  un  diviseur  de  m  ;  1"  ceux  qui  sont  facteurs  de  quelque  nombre 
de  cette  forme. 

Bornons-nous  à  chercher  les  premiers.    Or  on  a  le  théorème  suivant  : 


(')  Ko  continuant  ce  calcul,  on  trouve  : 

l'our  //        1  7. 

A  =19x97  x  277; 
I"""'  p      "h 

A        ;  '1 7        >.j  g53  ; 
pour  /)  =  a3, 

A  =  317  x  70.J  7' 11. 
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111.  Théorème.  —  Tout  facteur  premier  impair  de  am —  i  qui  n'est 
facteur  d'aucun  nombre  de  la  forme  a'"  -  i,  m'  riant  un  diviseur 
de  m,  est  <ir  la  forme  hm      i. 

En  effetj  soitjD  un  tel  facteur.  Dire  que  am  i  est  divisible  par  p,  mais 
qu'aucun  nombre  de  la  forme  am'—\  n'est  ili\i-il>lc  par  p.  c'est  dire 
que  a  appartient  à  l'exposant  ///  par  rapport  à  p  (n°  149).  Donc  ///  est  un 
diviseur  de  p  —  i , 

P—  i 
m  =       , 

A 

d'où 

p  —  mil  ■+■  i . 


41:2.  Cas  PARTICULIER.  —  ni  étant  un  nombre  premier  impair,  tout 
facteur  premier  impair  de  am  — r,  qui  ne  l'est  pas  de  a  —  i,  est  de  la 
forme  hm  -+-  r.  D'ailleurs,  devant  être  impair,  ce  facteur  est  de  la 
/Dr me  ihm-\-\. 

Comme  cas  encore  plus  particulier  on  a  le  théorème  suivant  :  m  étant 
un  nombre  premier  impair,  tout  facteur  premier  de  a'" —  i  est  de  la 
forme  i  hm  -+- 1. 

On  peut  d'ailleurs,  dans  la  recherche  des  facteurs  de  a'" — i,  s'aider  des 
résultats  tirés  de  la  théorie  des  formes  quadratiques.  En  particulier,  si  /" 


est    impair,  am — i  =  a\a    ■     )  — i.  Le  nombre  a"1  —  i   est    donc  repré 
sente  proprement  par  la  forme  a  x1 — y-. 


413.  Exemple.  —  Décompose/-  en  facteurs  premiers  io9—  i  999999999 
io9 — i  est  divisible  par  io3 — i  =  33  x  3;,  et  l'on  trouve 

io9  —  i  —  33  x  3j  x  1  001  001 . 

Le  nombre  1001001  est  encore  une  fois  divisible  par  3,  mais  il  ne  l'est 
pas  par  3j,  et  l'on  a 

109—  (  =  3*X  3;  x  333667. 

Reste  à  décomposer  333667  en  facteurs  premiers. 

Or  les  facteurs  premiers  de  333667  étant  facteurs  du  nombre  io'' — 1, 
mais  ne  l'étant  pas  du  nombre  10  —  1,  ni  du  nombre  io3 — 1,  sont  de  la 
forme  9/1  4-1. 

D'autre  part,  la  racine  de  333667,  ;|  '""'  unité  près,  esl  577. 

Cherchons  donc,  dans  la  Table,  les  nombres  premiers  de  la  forme  9A4-1, 
compris  entre  1  et  "177.  Nous  trouvons 


(9) 


I   i«i.  37,  73,  109,   127,   [63,   181,   199, 
(  271,  307,  371).  397,   il!.   [87,   ïaHj  .")',i. 
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D'autre  pari,  remarquons  qu'on  peu!  écrire 

i  o9  —  i  —  i  <  i  i  1 1  >  '*  )  -  —  i 2 . 

Donc  le  nombre  — (io9-     i)  est  représentable   proprement    par  la  forme 

./  •-  —  10  _)■-. 

Donc,  d'après  la  Table  l\.  ses  facteurs  premiers  sont  de  l'une  des 
formes 

\o  h  ~  i .  3 .  i) .  i  > .  27,  3 1 ,  > 7 .  39 . 

Or,  parmi  les  nombres  1  9),  les  seuls  qui  soient  de  l'une  de  ces  formes 
sonl 

(10)  37,    rog,    [63,   199.   271,   307,  397,    (87,    V.<3. 

On  peut  encore  restreindre  le  nombre  d'essais.  En  effet,  s'appuyanl  sur 
ce  que  la  racine  de  333667,  ■'  une  unité  près,  est  J77.  on  trouve 

333667  =  Ï77    —  82. 3S. 

Le  nombre  333  667  étant  représenté  proprement  par  la  forme  x--^-  8  !  1  '■'. 
Ii  Table  III  montre  que  ses  diviseurs  sont  de  l'une  des  formes 

328 h       1.7,...         (voir  la  Table). 

Parmi  les  nombre-;  (  10),  les  seuls  qui  appartiennent  à  l'une  de  ces 
formes  sont 

109,   [6  !,  199,  307,  397,  523. 

Enfin,   remarquons  que  le  nombre  333667  étant  de  la   forme  4I1  —  1,  a 
■  m  moins  un  facteur  premier  de  cette  forme. 
On  peut  se  borner  à  essayer  les  facteurs 

1(1  ;,  199,  307,  523. 

Si  l'on  essaye  les  divisions  de  333  ">(>7  par  ces  nombres,  aucune  ne  réussit . 
I  '«ri.     [33667  est  premier.  En  définitive, 

ior'—  1  -    ;■      [7  x  333667. 

ilt.  Sombres  de  la  forme  am  1.  Tout  facteur  premier  de  am-Jr\ 
est  aussi  facteur  de  n  '"<  —  1 . 

La  question  est  donc  ramenée  à  la  précédente. 

Remarquons  d'ailleurs  qu'un  facteur  premier  impair  de  am-\-\  n'est 
certainement  pas  facteu  r  de  a"1  —  1 .  puisqu'il  ne  divise  pas  la  différence  2 
de  ces  nombi  es. 
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415.  En  particulier,  tout  facteur  premier  impair  d'un  q ombre  «le  la  Forme 

a  "  -'-  i 

est  facteur  du  nombre  n-"' — i,  mais  il  ne  l'est  d'aucun  nombre  de  la 
forme  a"*' — r,  m!  étant  un  diviseur  de  aB+1,  car  un  tel  diviseur  est  delà 
forme  aal  x  n  >.  «le  sorte  que  le  facteur  en  question  serait  aussi  diviseur 
de  a*" —  i,  ce  qui  esi  impossible. 

Donc  tout  facteur  premier  impair  de  a-"—  i  est  de  la  forme 

■>"  •'/<•  —  i. 

116.  Exemple.  Fermai  avait  pensé,  sans  en  avoir  de  démonstration, 
que  les  nombres  de  la  forme  i-n -h  1  sont  premiers. 

Pour  n  =  i, 

a2  -s-  i  =  5  qui  est  premier. 

Pour  n  =  2, 

24-i-  i  —  17  id. 

Pour  n       >. 

28-f-  1  =  '".7  id. 

Pour  n        j. 

216-t-i  =  6>  j3j. 

Cherchons  si  6555?  est  premier. 

D'après  ce  qui  précède,  les  facteurs  premiers  impairs  de  65  j3j  ne 
peuvent  être  que  de  la  l'orme  3aA  +  I.  D'autre  part,  la  racine,  à  une 
unité  près,  de  65537  est  évidemment  28  ou  256.  On  n'a  donc  à  essayer  que 
les  facteurs  premiers  de  la  forme  3a/i  -t-i,  compris  entre  1  et  256,  c'est- 
à-dire  97  et  >[)).  On  constate  que  ni  97,  ni  ig3  ne  divisent  65537.  Donc 
65537  cst  premier,  et  la  remarque  de  Fermât  se  vérifie  encore  pour  ce 
nombre. 

Mais,  pour  n       "».  on  a 

232-+-l  =  4294967297, 

dont  les  facteurs  premiers  impairs  doivent  être  de  la  forme  ('n'A  —  i. 

Or  les  nombres  premiers  de  celle  forme,  compris  entre  1  et  la  racine,  à 
une  unité  près,  de  4294967  "17,  soil  216  ou  65536,  sont 

"J  ;-  257,    i  i9,    ">77,  64i 

Si  l'on  essaye  les  divisions  de  4293967297  par  ces  nombres,  la  division 
par  64  1   réussit  et  l'on  t  rouA  e 

22°-f-i-   [294967297      r.ji    :  6700417. 

\in-i  la  remarque  de  Fermât  est  inexacte!1).  Ce  dernier  résultat  est  dû 
à  Euler. 


(')  Voici  quelques  résultats  curieux  relatifs  à  ce  genre  de  questions  : 

■j-11  —  1  —  ■>  l 'j- '|^  ;ii'i7  est  un  nombre  premier  (Euler). 
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Reste  à  voir  ^i  le  facteur  67(10  (17  est  premier.  Sa  racine  carrée  à  une 
unité  près  est  2588.  Il  suffit  donc  d'essayer  les  divisions  de  ce  nombre, 
par  tous  les  facteurs  premiers  de  la  forme  <i  j  /;  -m,  depuis  6  (i  jusqu'à  >  >88, 
c'est-à-dire  par 

64i,  769,  r  1 53,  1217,  1  î<>0,  1601,  21 13,  256i. 
Or  aucune  de  ces  divisions  ne  réussit.  Donc  6700:117  est  premier. 


NOTE  D. 

SUITES  DE  BROCOT  ET  DE  FAREÏ. 


. .-    ,-,       •,.  ,         p       ■         a>  n  T      c       ■       a-+-a     ,         .. 

•il/.  Considérons  deux  fractions  v,  -.-,  •  La  fraction ,  s  appellera 

b  b  b  -+-  b 

la  fraction  médiante  de  ces  deux-là. 


Les  nombres  de  la  forme  i''h+-—i  ne  sont  pas  premiers.  En  effet, 

■,'>>>+- ~\-  1  =  (22k+1-t-  2,l+l  +  1)  (2-h+1 —  2,,+1-f- 1)         (  Aurifeuille). 

j-'--t-  r  n'est  pas  premier,  il  est  divisible  par  1 14 6S9  (Lucas). 
■-"    -1  est  divisible  par  2748779069441   (Seelhoff). 

Pour  obtenir  ce  dernier  résultat,  on  remarque  d'abord  que  les  facteurs  de  2*"+! 
sont  de  la  forme 

2      -  1       \'.\-  (38g53  '172/1-1-1. 

\I;iis,  pour  essayer  un  de  ces  facteurs,  soit/,  on  ne  peut  effectuer  la  division, 
car  le  nombre  223e+i  a  plus  de  vingt  milliards  de  chiffres.  On  se  contente  de 
calculer  le  reste  de  la  division  de  2^G4-i  par/.  Pour  cela,  on  forme  la  suite  des 
nombres  2,  2-,  2&,  22%  ...,  dont  chacun  est  le  carré  de  l'autre.  Aussitôt  qu'un 
résultai  dépasse  /,  on  le  remplace  par  le  reste  de  sa  division  par/. 

On  constate  que,  pour  h  —  20,  on  obtient  un  facteur  de  2'23c-j-i.  Ce  facteur 
•  I, mi   le  plus  petit  diviseur  de  2236+i  est  premier. 

Le  plus  grand  nombre  premier  calculé  est,  croyons-nous, 

?.gi8ooo73i8i653i        (  Le  Lasseur  ). 

On  trouve,  dans  les  Tables,  des  nombres  premiers,  assez  considérables,  se  sui- 
vant à  deux  unités  d'intervalle.  Exemple  :  8029867  et  3029869. 

D'autre  part,  il  est  facile  t\>-  former  //  nombres  consécutifs  qui  ne  soient  pus 
premiers,  à  savoir  les  nombres  : 

i.a...n(JH-i)-t-a,      i.2.../i(«+i)  +  3, 
i.a...n(n-l   1        n,     1. 2... n(n -i-i) -t- (n  +  i), 
qui  -"Mt  divisibles  respectivement  par  1, 3 n,  n  +  i. 
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.  .  un 

Considérons  une  suite  <l<-  <lni\  fractions  -7  el 


=  •  telles  crue 

b 


a'b      Va  =  1. 

C  s  deux  fractions  sont  irréductibles,  car  un  diviseur  commun  de  a  el  b. 
divisant  a'b  el  l'  11,  divise  leur  différence  <•!  ne  | >»■  u  1  être  autre  que  1. 

Entre  ces  < I <•  u  \  fractions,  intercalons  une  médiante.  Nous  obtenon»  une 
suite  de  trois  fractions  formanl  deux  intervalles. 

Dans  l'un  de  ces  intervalles  ou  dans  les  deux,  intercalons  encore  une 
fraction  médiante  '-t  nous  obtenons  une  troisième  suite. 

Continuons  ainsi;  en  général,  ayant  la  n c  -uiie  dans  certains  des  in- 
tervalles laissés  par  les  fractions  de  cette  suite,  intercalons  dés  médiantes, 
non-  obtenons  une  (n  +  i  |ieme  suite. 

ils.  <  >n  vnii  que  la  définition  <l<-  ces  suites  esl  susceptible  «l'un 
grand  arbitraire.  Voici  cependant  quatre  propriétés  générales  de  ces  suites  : 

i°  Les  fractions  d'une  suite  sont  rangées  par  ordre  de  grandeur 

croissante.  —  C'est  vrai  | •  les  deux  fractions  de  la  première  suite,  .1 

cause  de  la  relation  (1);  <'i  alors  c'esi  évidenl  pour  les  autres  suites. 

■>"  Toute  fraction  d'une  suite  est  médiante  des  deux  qui  la  com- 
prennent. —  Supposons  que  ce  soit  vrai  pourla(/ï —  1  i""1L' suite,  et  soient 

m 


m         ni  m  m 

/'  P    '       /'    '       P" 

quatre  fractions  consécutives  de  cette  suite.  Supposons  que  nous  inter- 


calions une  médiante  ent  re 


m 


m 


et         -   nous  obtenons 
P 


m  ...  .      m         ni 

Il  fi.nn    (l.-i 11  ci    que      ,  es  1   médiante   de       el 

/'  /'         P 

,    m'      m         m        .        ... 
.  si  médiante  de  el  — 7,7',  cest-a-dire  que 

/'      P  /' 

m'        m       m'      m" 


m 

/' 


m 

el   que  — . 

P 


/>  /'      /'       /' 

m  m         m"       ni" 

/'        '  P'  +  P"'  ■-," 

Or  (t-  deux  égalités  sont  vraies,  car  elles  se  réduisent  à 

///'  ni  -t-  ni" 

/>'  />~    P 

m"  ni        m 

/'  /''       /' 

ég  dites  \  1  aies  par  bj  pol  bèse. 
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ils.  Entre  deux  fractions  consécutives      >  -  ,  existe  la  relation 

/'     P 

m  ' p  —  mp'  =  l . 

En  effet,  c'est  vrai  par  hypothèse  pour  les  deux,  fractions  de  la  première 

■  .  .     ,  ,       .        .  m  m! 

suite;  démontrons  que  si   e  est  \rai    pour   les   tractions   —    et   — T   ce   sera 

P  P 

.        .  .       .         m       m  —  m'       .     .  , 

encore  vrai    pour  les   deux    tractions  —  et  — r-,    ainsi    crue    pour    le- 

.        .         m  ■+-  m'        m' 
tractions  -        — ,   et  — T  • 
/'    '/'  P 

Or 

(  m  -t-  m' ) p  —  (  p      //  \m  =  ni' p  —pin'  =  i 

et 

m'  (p  -i-  p'  )  —  // 1  m  -+•  m' )  =  m' p  —  pm!  =  i . 

Le  théorème  est  donc  démontré. 

j"   Toute  fraction  d'une  des  suites  est  irréductible. 
En  effet,  l'égalité  m' p  —  mp  =  \  montre  que  m  et  p  sont  premiers  entre 
eux. 


i  19.  Suites  de  Brocot.  —  Les  suites  de  Brocot  s'obtiennent  en  partant  des 

deux  fractions  -  et  -  et  intercalant  des  médiantes  dans  tous  les  intervalles 
i        i 

qui  se  présentent.  On  obtient  ainsi  les  suites  suivantes  : 


I 

:>. 

0 

1 

i 

•> 

0 

1 

3 
i 

« 

2 

i 

; 

3 
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3 

I 
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i 

3 

i 
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1 

> 

i 
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'. 
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5 

> 

"i 

3 

4 
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120.  Suites  de  Farey.  —  Les  suites  de  Faiw  s'obtiennent  en  partant  des 

1  ...01.  ,         ,        .  ■• 

deux  mêmes  tractions  -  et  -,  mais  en  n  intercalant  de  médian  tes  7//  e/if;  <■ 
1        1  y 

les  fractions  dont  la  somme  des  dénominateurs  est  égale  au  rang  dr 
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la  suite  que  l'on  forme.  On  obtient  ainsi 
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Par   exemple,  pour  passer  de   la  sixième  suite    à  la    septième,    on    n'a 
intercalé  des  médiantes  que  dans  les  intervalles 


o  i 

7  G 


4  3 


2     I 
5    2 


i    3 
>    î 


-  1 
3  4 


421.  D'après  la  façon  dont  les  suites  de  Farej  oni  été  formées,  il  n'y  a 
dans  la  n"'me  suite  que  des  fractions  irréductibles  plus  petites  que  i  etdonl 
le  dénominateur  ne  dépasse  pas  n;  je  dis  de  plu-  *.\\\elles  y  sont  toutes. 

En  effet,  supposons  que  ce  soit  vrai  pour  la  (  n  —  \  | """  suite. 

c  .       .  . 

Soit  alors  —une  fraction  irréductible  plus  petite  que  i.  je  ili-  qu'elle 

c 
est  dans  la  n""'c  suite.  En  effet,      n'étant  pas  dans  la  (n—  i)ieme  suite  esi 

n  ' 

.  .  .m       ///' 

comprise  entre  deux  termes  de  cette  suite  •     et  -  , 

/'        /' 


—  <-<—• 

/'        "       P 

»  ,     ^  ■  ,         r  ■  f"    -'■  '   '"'  ■    i-  ,        "' 

Un  n  a  i>as  p  -t-  n  <  n,   car  sinon  la  traction  — r)  mcdiaiiic  < le  - 

P+P  /' 

'"'  •      i     •    .  i    ,  -i  mm' 

et  — t  appartiendrait  a  la  (n  —  i  )"""'  suite,  de  sorte  iiue  —  et  — T  ne  seraient 

P  P        P 

pas  deux  fractions  consécutives  de  cette  suite. 

Posons 


(2) 


cp  —  mn  =  a, 

ni'  n  — p'  c  =  'p  ; 


a  et  p  sont  des  entiers  positifs. 
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Multiplions  les  égalités  (2)  respectivement  par  p'  et  p  et  ajoutons.  Il 

vient 

n  {m' p  —  mp  )  =  %p  -+-  3/>, 
ou 

n  =  a/>'-t-  3/>. 

Or  comme  p  —  p  __  >i,  il  résulte  évidemment  de  là  que 

a  =  1, 

et 

Reste  à  montrer  que  c  =  m  -r-111',  alors  il  sera  prouvé  que  —  est  la  tné- 

1  n 

(liante  des  fractions  —  et  — T,  donc  elle  sera  dans  la  n'""'e  suite.  Pour  cela 

P        P 
nous  retranchons  les  égalités  (2)  membre  à  membre,  il  vient 

c( p  —  p  )—  n'm  -+-  ni  j  —  a  —  J3  =  o . 
Or 

p+p'=  n. 
donc 

c  =  m  -r-  /»'. 

Corollaire.  —  Si  l'on  range  par  ordre  de  grandeur  toutes  les  frac- 
tions irréductibles  comprises  entre  0  et  1,  chacune  de  ces  fractions  est 
la  médiante  des  deux  qui  la  comprennent  ('). 


NOTE  E. 

SLR    LE   CALCUL    DES    RACINES    PRIMITIVES    DES   NOMBRES   PREMIERS. 

i-JJ.  Nous  avons  vu  (nos  lo9  et  suivants)  que  la  recherche  d'une  racine 
primitive  d'un  nombre  premier  est  en  général  pénible.  Voici  quelques 
théorèmes  qui  permettent,  dans  certains  cas,  de  prévoir  une  racine  pri- 
mitive. 

Théorème.   —   Tout   nombre   premier   de   la  forme  j.-"—\   admet 

comme  racine  primitive  le  nombre  3  (*). 

En  effet,  toute  racine  primitive  d'un  nombre  premier  impair  est  un  non- 
reste  quadratique  de  ce  nombre. 


(')  FarkTj  Bulletin  de  la  Société  philomathique;  iSifi. 
Halphen,    Sur   des    suites  de  fractions  analogues  à  la  suite  de   Farey 
[Bulletin  de  la  Société  mathématique,  1.  \.  p.  17":  's77). 
(J)  Quant  aux  nombres  de  la  forme  2;n+'-t-i,  ils  ne  sont  |>.is  premiers,  étanl 

>li\  i-ibles  par  3. 
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La  réciproque  n'est  pas  vraie  en  général,  mais  *  - 1 1  *  -  l'es!  lorsque  le 
nombre  premier  est  de  la  forme  p  =  2,/l-t-i.  En  effet,  l'exposant  auquel 
un  nombre  a  appartient  parrapporl  à/>,  est  un  diviseur  de  jo  —  1  =  2-".  Si 
donc  a  n'est  | ■  ;  1  -  racine  primitive,  c'est-à-dire  si  son  exposant  n'est  pas 

égala   !     .  il  est  un  diviseur  de  a*"   ',  c'est-à-dire  de  - • 

On  a  donc 

y  —  ' 
a   2    ==  1  (  mod  /'  I. 

I >  1  > m-  <i  est  un  rest i'  quadratique. 

Ainsi,   tout   nombre  qui   n'est   pas   racine  primitive  est  un  reste.  Il  en 
résulte  que,  inversement,  tout  non-resteesl  une  racine  primitive. 
Ceci  posé,  pour  dén trer  le  théorème,  il  faut  donc  démontrer  que 


Mais 


1  étant  de  la  forme  j  h  -  -  1,  on  a 


I  ('ailleurs 
Donc 


I  =  (; 


1 
1      ■>,  (  mod3). 

■'-" 


'  ^Hf) 


ji    -., 


démontre  I»'  théorème. 


ce  qui 

Exemple.  —  Depuis  1  jusqu'à  200  on  rencontre  comme  nom  lu  -es  premiers 
de  la  forme  précédente  les  nombres  -i--\- 1  =  5  et  a4-t-  1  =  17.  Ils  admettent  '< 
comme  racine  primitif  e. 


423.  Théorème.  —  Soit  p  un  nombre  premier  impair,  tel  que  •>./> -h  1 

soit  aussi  un  nombre  premier.  Si  p  es/  de  la  forme  j  h  -+-  1  .  le  nombre 
>./> -f-  1  admet  2  comme  racine  primitive.  Si  p  est  de  la  forme  \  h  —  r, 
le  nombre  >/>  \  admet  (—2)  ou,  ce  gui  revient  au  même.  >o  —  1 
comme  racine  primitive. 

lui  effet,  par  rapport  au  nombre  premier  >/>-4-i,  tout  nombre  ne  peut 
appartenir  qu'à  un  exposant  diviseur  de  %p\  c'est  à-dire  (puisque  p  esi 
premier  1  à  l'un  des  <|n;it  re  exposants 

i,     •.    p.     •/>. 

Le  seul  nombre  appartenant  à  l'exposani  1  est  1. 
Le  seul  nombre  appartenanl  à  l'exposant  2  est  —  1. 

Donc,  pour  démontrer  qu'un  munlue  dillérent   de   1    el   île         1   est    liieiue 

primitive  de  ip  :  [ ,  il  suffit  de  démontrer  qu'il  n'appartient  pas  à  l'expo- 
sant /' ;  autrement  tlii .  qu  il  est  non  reste  du  nombre  2/7  + 1. 
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<  leci  posé,  soit  d'abord 

/'  -  \h-hi. 
Alors 

>.p  -+-  i  =  8  A  -h  3. 

Or  on  sait  que  le  nombre  >  n'est   pas  reste  quadratique  des  nombres  de 
la  forme  Sh  -+-  3.  Donc  ■>.  est  racine  primitive. 
Soit,  au  contraire, 

/'  -   \ti-i. 
Alors 

•/'  —  i  =  S//  —  i . 

Or  on  sait  que  le  nombre — 2  n'est  pas  reste  quadratique  des  nombres  de 
la  forme  8/<  — i.  Donc  ce  nombre  ( — 2)  ou  le  nom  lue  ■> />  —  1  [qui  lui  est 
congru  mod  {ip  -+-  i)j  est  racine  primitive. 

Exemple.  —  Depuis  1  jusqu'à  200  on  rencontre,  comme  nombres 
premiers  de  la  forme  %p  -t-  1.  tels  que  p  soit  premier  de  la  forme  \  h  + 1 , 
les  nombres 

1 1 .     "xj.     83,     107.     179. 

Ils  admettent  2  comme  racine  primitive.  Gomme  nombres  premiers  de 
la  forme  2^  +  1,  tels  que/?  soit  premier  de  la  forme  \1i  —  1,  on  rencontre 
les  nombres 

7,        -A).         I7.         [67, 

qui  admettent  — 2  comme  racine  primitive. 

124.  THÉORÈME.  —  Soit  p  un  nombre  premier  impair,  tel  que  \p-\-\ 
soit  aussi  un  nombre  premier.  Le  nombre  \p-\-\  admet  comme  racine 
primitive  le  nombre  2. 

En  effet,  par  rapport  au  nombre  premier  /[  p  h-i  ,  tout  nombre  appartient 
a  un  exposant  diviseur  de  \p.  c'est-à-dire  à  l'un  des  six  exposants 

1.    2,     i,    />.     '/'•     \p. 

Or  le  nombre  2  n'appartient  ni  à  l'exposant  1,  ni  à  l'exposant  2. 
Il  n'appartient  pas  non  plus  à  l'exposant  4>  En  effet 

2*=  16. 

Donc  t  ne  peut  appartenir  à  l'exposant  î-  si  (/>  +  1  >  1  ">.  D'ailleurs  le 
seul  nombre  premier  de  la  tonne  en  question,  pour  lequel  cette  condition 
ne -.ut  |.a~  réalisée  est  1  '>.  et  pour  ce  nbre  le  théorème  se  vérifie  direc- 
tement. 

Restent  les  exposant  - 

/'•      '/'•      \P- 
C  22 
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On  voit  donc  que  si  a  n'étail   pas  racine  primitive,   il  appartiendrait  .1 
l'exposant  p  ou  à  l'exposant   >/,.  Dans  lc<  deux  cas  <>n  aurait 

■.'.-/'  =  1         1  mod  1  /'  -r  1), 

c'est-à  dire  que    s  serait  reste  quadratique  de  [/?-+-!. 

Mais  c'est   impossible.  En  effet,  /<  étant  un  nombre  premier  impair  est 

de  la  lui  me   >  li       1 .  I  lune 

\p      1       si, 

Or  on  sait  que  2  n'est    pas  reste   quadratique  des   nombres   de   cette 
forme. 

Exemple.  —  De  1  à  200,  on  rencontra  comme  nombres  premiers  <!<•  la 
forme  \p-\-i,  tels  que  /'  soit  premier  impair,  les  nombres 

1 3,     29,     1  î'i,     173. 

Ces  nombres  admettent  2  comme  racine  primitive. 

i-J.'i.  Théorème.  —  Soit  p  un  nombre  premier,  tel  ou,- 
•>.'""  zp  -t- 1         (m     11 
^o«7  aussi  un  nombre  premier.  Si,  de  plus,  la  condition 

3B-+M_| 

/'  '     a„,-HI 

<  .s/  satisfaite,   le  nombre  ■!'"  >  2/>  h-  i  admet  3  connue  racine  primitive. 

En  effet,  par  rapport  au  nombre  premier  .>."'  '  -/>  -h  f ,  tout  nombre  appar- 
tient à  un  exposant  diviseur  de  ■i"1'-/,.  c'est-à-dire  à  l'un  des  exposants 

I,       2,       '>.- I"l  +  I,       2'"+-,       /).        >/'.         •-/> >"'!/),        •>'''      -/,. 

Le  nombre   !  ne  pourrait  appartenir  à  l'un  des  exposants 


1  •  >»;-(- 2 


que  si  I  on  avait 
(1) 


5i— 1  =  0        |  mod  (  •>.'"  -  '  /,      i)] 


1  ;-"      -  1  ,i  •;-""■'.+  0  =  0        [mod(2'"+*jt>4-i)]. 
Or  l'on  n'a  certainement  p.i- 

')— i==o        [  mod  i  >'"   -/>  ■+■  1 1], 
car  cette  congruence  entraînerait 

in        I  mod|  2m+tp  -+■  1 1], 
ce  qui  voudrait  dire  que  3  serait  reste  quadratique  du  nombre  ■<"'■-/>     1 
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Or  ceci  est  impossible,  car  le  nombre  im+*p  4-  i  n'est  certainement  pas 

de  l'une  des  formes  i>.h  ±i.      Il   ue  pourrait  y  avoir  exception  que  pour 

.  '"    '  H 

/>  =  3,  mais  la  condition  p  >  (m  =  i)  entraîne  a  fortiori p  >  3    . 

La  congruence  (a)  entraînerait  donc 

3  v  >  >j+  ,  =  o         [  mod(2'»+2/>  -4-  i)], 
ou 

(3)  3<îm+,>-!-i  =  k(2m+ip-hi), 

h  étant  un  certain  nombre  entier. 

Dans  cette  égalité  h  ne  peut  être  nul;  il  ne  peut  non  plus  être  égal  à  i 
puisque  alors  on  aurait 

3(2'«  +  ')=  •im+2pi 

ce  qui  est  manifestement  impossible,  l'un  des  nombres  étant  pair  et  l'autre 
impair. 
Donc  h~ti.  Donc  l'égalité  (3)  donnerait 

32"'i-._4_  ,  >2(.2m+2p  +  ,); 

d'où 

3(2-+.,  _, 
pS 

Or  ceci  est  contraire  à  l'hypothèse. 

Il  en  résulte  que  la  congruence  (1)  est  impossible;  et,  par  suite,  que  le 
nombre  3  ne  peut  appartenir  qu'à  l'un  des  exposants 

/?,       ">.p,       2?'/>,        ...,       2'"  +  '/?,       2"'+2p. 

Il  en  résulte  que  si  3  n'était  pas  racine  primitive,  il  appartiendrait  à  l'un 

des  exposants 

p,     ?/>.     j-'-p,     ....     ■>'"+'/?. 

Dans  tous  les  cas.  on  aurait 

1  -""  '/>>==  1         [mod(2'»+-/>  -+-  n] 

c'est-à-dire  que  3  serait  reste  quadratique  de  (•>.'"+- p  -+- 1). 

Mais  nous  avons  déjà  vu  plus  baut  que  c'est  impossible.  Le  théorème  esl 
donc  démonl  ré  (  '  ). 


(')  L'é icé  de  <c  théorème  se  trouve  dans  la  Théorie  des  congruences  {Élé- 
ments de  la  théorie  des  nombres)  de  Tchebyscheff,  avec  cette  différence,  qu'au 

lieu   île   la   condition   p  >  — — ,  il   y  a   la  condition,  évidemment  moins 

n  n) 

avantageuse, p>         .  » 


I  \ 

l;  i 


î  i"  n<  >  1  E    F. 

/      mple.  —  Faisons  m  --  i.  I>r  i  à  200  "ii  rencontre  comme  nombres 
premiers  de  la  forme  %p  ■+- 1,  tels  que  p  soit  premier  impair  el  satisfassi 

.1  la  condition  p  .    — —    ou  p  ;     ï,  les  nombres  8g  et   i  i-.  Ces  nombres 

admel  i  enl   !  comme  racine  prim  itive. 


NOTE   F. 

Mil    l.\    FRACTION    APPROCHANT    LE   PLUS    ù'W    NOMBRE   O 
ET    DONT    LE    DÉNOMINATEUR    ESI    Mis    PETIT   QU'UN    ENTIER    m. 

126.    \  la  théorie  des  fractions  continues  se  rattache  la  question  inté 
i  essante  suivante  : 

Parmi  toutes  les  fractions  dont  le  dénominateur  est  plus  petit 
qu'un  entier  donné  m,  trouver  celle  qui  approche  le  plus  par  défaut 
d'un  nombre  donné  a.  De  même  trouver  celle  qui  approche  le  plus 
par  excès. 

Considérons  les  valeurs  approchées  par  défaut  du  nombre  a  à  -  •  ->  -•  ■  •  • 

i     »     > 

près;  elles  forment  une  suite 

;ji       •'  ■       ■' 

— ,     — ,     — - ,     .... 

I  2  > 

Dans  cette  suite,  barrons  tout  terme  qui  n'es/  pus  plus  grand  que  tous 
les  précédents.  Nous  obtenons  une  nouvelle  suite  que  nous  appellerons 
iuite  (A). 

Il  esi  bien  évidenl  que  pour  trouver,  parmi  toutes  les  fractions  doni  le 
dénominateur  est  plus  petit  que  m  celle  qui  approche  le  plus  par  défaut 
de  a.  il  suffit  de  prendre,  dans  la  suite  i  \  i,  la  fracti [ui  a  | r  déno- 
minateur le  nombre  le  plus  voisin  de  m  el  inférieur  à  ce  nombre. 

Si,  au  lieu  «le-  valeurs  par  défaut,  on  prenait  les  valeurs  pai  excès  de  a, 
et  que  Von  barrât  tout  terme  qrui  n'est  pas  plus  petit  que  tous  les 
précédents,  on  formerait  de  même  une  suite  i  B).  Pour  trouver,  parmi 
toutes  les  fra<  lions  dont  le  dénominateur  est  plus  petit  que  m.  celle  qui 
approche  le  plus,  par  excès,  de  a,  il  suffit  de  prendre,  dans  la  suite  i  B  i, 
h  fraction  qui  a  pour  dénominateur  le  m  un  lue  le  plus  voisin  de  m  et  infé- 
i  ieu  i  .i  ce  nombre. 

Il  est  bien  évident  qu'il  n'\  a  qu'une  suite  jouissant  de  cette  propriété 
de  l,i  suite  i  '>  i  el  qu'une  suite  jouissant  de  cette  propriété  de  la  suite  |  B  . 

/  p»  mple.  —  Pour  le  nombre  e  on  trouvera  facilement  les  suites 

»  ",         s        kj        inii       agg        (<)>         685         8~8        1*171         \->i\  \ 

-  >         —  j         ô  '       —  '       "5 —  '       '  ô—  '  ~ r~  '         •".  "         TF7"  ' 

1  !  7  ..,  1 10         1  Ni  •  •  ■  >  '  >  nj  1  .|l>  • 

;   11   3o   ig    ('>*    87   m'}   1  j  ".-   J178   68gg   g6ao 
1    j    11   1  s    25    \i         71    )36  '   il'-   »538 
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i-27.   Remarquons  que,  sinous  réduisons  a  en  fraction  continue, les  ré 
duites  de  rang  impair  sont  nécessairement  contenues  dans  la  suite  (A),  et 
luites  de  rang  pair  dans  la  suite  (B),  d'après  les  propriétés  de  ces 
réduites  démontrées  au  n°  9G. 

Nous  allons  montrer  comment  de  ces  réduites  on  peut  déduire  tous  les 
tenue-  de  la  suite  (A)  et  tous  ceux,  de  la  suite  (B). 

Soient  deux  réduites  consécutives  de  rang  impair,  par  exemple, 

Q*-i  Qa+i 

On  a 

B/.-M   _    IVi  -+-  «/,-H  P/i 

Q/.+i       Q/,-1  -i-  «/.-hi  Q/, 

Considérons  l'expression 

P<-i  -+-  m  PA 
Q*-i-t-  »iQ* 

P*-i 


Pour  m=o.  cette  expression  donne  la  réduite 

Pour  />;  =  «a-hi,  elle  donne  la  réduite  -— -  • 

Pour  les  valeurs  1.2,  ...,  a/l  +  1  —  1  de  m,  on  obtient  donc  a^+j — 1  frac- 

O/.-I  0*4-1 


tions  intermédiaires  entre et  — - — - 


428.  Je  dis  que  la  suite  (A.')  formée  par  les  réduites  de  rangs  impairs 

et  les  fractions  intermédiaires  n'est  autre  que  la  suite  (A). 

En  effet,  d'après  la  façon  dont  elle  a  été  formée,  la  suite  1  A')  se  com- 
pose de  fractions  croissante-,  à  dénominateurs  croissants  et  tendant  vers  a. 

Considérons  deux  fractions  consécutives  de  la  suite  (A'  ),  soient       et  —.  • 

7     'i 

le  dis  qu  on  a 

p'q  -q'p  =  \. 


En  effel .  —  est  de  la  forme 

7 


\l-i  -+-  /""'/. 


et  —.  de  la  for 

7 


I  >onc 


Pn  +  fm  +  hl' 
Q/,_,-t-  ///",, 


p'q  —  q'p  =  [ r'/.  1  -*-(/»+  0pa]|  Q*-i  —  °iQa  J 

-  |  !'/,_,-  ,/,  PA  j  [Ç>_,  +  (m    -,  ,(  »;,  |  =  !»/,  Q,_,  -  QAP*_  ,  =  r. 

Ceci  posé,  je  dis  que  la  suite  1  \  1  jouil   de  la  propriété  caractéristique 
de  la  suite  (A),  ce  qui  prouvera  qu'elle  lui  est  identique. 


■•I  • 


NOTE    F. 


y 
Pour  cela,  il  suffil  évidemment  '1''  démontrer  que  st  une  fraction  — 

est  comprise  entre  dt  ux  fractions  consécutives  —  ■>  —,  de  la  suif'      \ 

y  est  plus  graml  que  q '. 
En  effet,  on  a.  par  li\  pol  bi 


fj     y      v 

d'où .  <'n  se  rappelant  que  p'q  —  q'p  =  i , 

Y 

o  <  v  ■'■  —py<—, 
'/ 

il      Mil 


y  >  v',  qx  —  py); 

qx  — py  étant  positif,  est  au  moin*  égal  à  i .  Donc  y  c>t  plus  grand  que  q 
Le  théorème  est  donc  démontré. 

Si  l'on  opérait  de  même  avec  les  réduites  de  rangs  pairs,  on  trouverait  la 
suite  (  B 


4:29.   Lorsque  le  nombre  proposé  est  commensurable,  les  suites  (A)  et 

(B)  sont  évidemment  limitées,  le  nombre  proposé  faisant  partie  des  deux 

,-,  .      •  .        Qi3    ,  , 

suites.  Exemple,  le  nombre  =-=-  donne  naissance  aux  deux  suites 

3 


(A; 


et 


(B) 


7        18        29       4o        5i        6». 
1        2  »  8         ii         1 4         17 


7>         1  *>7        24' 
0.0'       43  06 


;.',        joi,       493       ">77       G61        7  î  j       82g       91 3 
89        1  12        i35        i58        îbi        ■*.  1 1        2  >7       -25o 


11        84       9i3 
3        23        25o 


|:î().  Voici   encore  une  autre  manière   de  former  ces  suites.  Soit  a  un 
nombre. 
Posons 


a .  =  «i  -+- 


ait  at,  as  étant  des  nombres  entiers  positifs  ou  négatifs,  en  nombre  li- 
mité ou  illimité. 
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Si  L'on  prend  : 

Pour  «i,  la  valeur  de  a  à  une  unité  près  par  défaut, 

»      a2,  la  valeur  de  —  .1  une  unité  près  par  défaut, 


a  —  a  1 


»      «3,  la  valeur  de  — à  une  unité  près  par  défaut, 

—  a . 

a  —  a.\ 

etc..  on  retrouve  le  développement  en  fraction  continue  ordinaire. 
Mais  si  l'on  prend  : 

Pour  «,,  la  valeur  de  a  à  une  unité  près  par  défaut , 

»      a-,,  la  valeur  de  a  une  unité  près  par  excès, 

a  —  ai 

»      «.j.  la  valeur  de à  une  unité  près  par  défaut, 


et  ainsi  de  suite  en  alternant,  on  obtient  un  autre  développement. 

Si  l'on  calcule  les  réduites  de  ce  développement,  ce  sont  justement  des 
fractions  de  la  suite  (A). 

Si  l'on  prend  : 

Pour  «j,  la  valeur  de  a  à  une  unité  près  par  excès. 

1         1  1  '  ... 

»      a>,  la  valeur  de  — a  une  unité  près  par  excès, 

a  —  ai 

,  ,  !  ... 

»      «3,  la  valeur  de a  une  unité  près  par  excès, 


<i  --  a\ 


et  ainsi  de  suite,  on  obtient  un  troisié développement.  Si  l'on  calculait 

les  réduites  de  ce  développement,  en  obtiendrait  la  suite  (  B). 
Nous  laissons  au  lecteur  le  soin  de  démontrer  ces  théorèmes. 


NOTK  <;. 

SUR   LE  GROUPE   MODULAIRE. 

431.  Les  résultats  démontrés  au  §  IV  du  Chapitre  \l  sur  la  réduction 
des  formes  à  discriminant  positif  donnent,  en  passant,  un  résultat  impor- 
tant relatif  au  groupe  modulaire. 

Soit  (A,B,C)  une  forme  réduite,  -"ii  l  ".  I>.  c  1  une  forme  de  même 
classe.  Il  y  a  autant  de  substitutions  modulaires  transformant  (a,  b,  c)  en 
1  A.  B,  G)  qu'il  \  «-ii  a  transformant  1  V,  B,  G)  en  elle-même (n/1 316),  c'est- 
à-dire  qu'il  peut  y  en  avoir  deux,  quatre  ou  six  (11°  IMS  1. 


3  i  i  Min:   g. 

\mii-  .il li m-  supposer  que  la  forme  réduite  i  ^.  Iï.  <  '■  ■  soit  une  forme  pri- 
miti\  r,  c'est-à-dire  que  les  trois  coefficients  \ .  B,  C  n'onl  pas  de  <li\  iscurs 
communs  i  n°  -".">  i. 

Nous  allons  d'abord  montrer  qu'il  n'y  a  que  deux  substitutions  qui  trans- 
forment i  \ .  lî.  C)  en  elle-même,  excepté  : 

i°  Si  A  =  2,  B  =  i,  G  =  2.  auquel  cas  il  \  a  six  de  ces  substitutions; 

■    Si  A  =  i ,  B  =  o,  C  =  i,  auquel  cas  il  j  en  a  quatre. 

En  effet  : 

i°  On  sait.(n° 318)  que,  pour  qu'il  y  ait  six  des  substitutions  en  ques- 
tion, il  faut  que 


(i) 


4D  ^    Sa*. 


Puisque  V,  I!.  G  n'ont  pas  île  diviseur  commun,  le  plus  grand  commun 
diviseur  i  de  A,  2B  et  G  ne  peut  être  que  1  ou  2.  Dans  le  cas  qui  nous 
occupe,  il  doit  être  pair  d'après  l'égalité  (1);  il  est  donc  égal  à  >,  et  l'on  a 


4D  =  12 
D 


Or,  il  n'y  a  (  n"  '.'rl'.i  \  que  deux  formes  réduites  de  discriminant  égal  .1  i. 
,1  savoir  les  formes  (1,0,  3)  et  (2,1,2).  Mais,  pour  la  première,  »  =  i. 
Donc  la  seconde  seule  répond  à  la  question. 

20  Pour  qu'il  y  ait  quatre  des  substitutions  en  question,  il  faut  que 


Si  a  =  1.  on  a 


4D  =  4 
D  =  1 


Or  il  n'y  a  qu'uur  forme   réduite  de  discrimina  ni  égala  I,  à  savoir  1  t,o,  1  |. 
Elle  répond  à  la  question. 

Si  a  =  2,  D  =  4-  Or  il  n  \  ;i  que  deux  formes  réduites  de  discriminant 
égal  à  4,  à  savoir  (2,  o,  2) et  (1,  o,  \  1.  Mais  la  première  n'est  pas  primitive, 
et  pour  la  seconde  a  =  1 . 


\.\-l.  V  partir  de  maintenant,  nous  supposerons  que  (A,  B,  C  i  est  une 
forme  réduite, primitive,  différente  de  (1,0,  1)  ou  de  (2,  1,2). 

Dans  ces  conditions,  «"it  (a,  h.  c)  une    forme  de   même    classe  que 

1  \.i;.(i).  il  n'y  a  que  deux  substitutions   lui. uns   qui   transforment 

(a,  b,  c)  en  (A,  B,  C). 

Soit  lî  l'une  de  ces  substitutions,  l'autre  est  lil  (n° 318). 

Soit  alors  R  une  substitution  modulaire  quelconque.  Si  l'on  applique 
à  (A,  IL  G  1  la  substitution  lî  ',  <>u  trouve  une  forme  1  a,  b,  c  I.  Inverse- 
ment, la  subst  ii  ni  ion  lî  transforme  (atb,  c)  en  1  ^.,B,C),  Il  en  esl  de 
même  de  la  substitution  lil  ;  mais  il  n'j  .1  pas  d'autre  substitution  modulaire 
que  ces  deux-là  qui  transforment  <  a,  b,  c  l  en  1  \.  K,  G). 
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I l'autre  part,  on  peut  passer  de  <a.b,c)  à  (A,  B,C)  par  une  suite  de 
substitutions  S  et  T  (nos  309  et  310). 

On  en  déduit  donc  que  toute  substitution  du  groupe  modulaire  à 
deux  variables  est  identique  à  un  produit  de  substitutions  S  et  T  ou 
à  ce  produit  multiplié  par  I. 

ii!:!.  Si  l'on  considère  le  groupe  modulaire  à  une  variable  (  n°  327), 
comme,  dans  ce  groupe,  les  deux  substitutions  R  et  RI  sont  identiques,  on 
peul  dire  que  toute  substitution  du  groupe  modulaire  à  une  variable 
est  identique  à  un  produit  de  substitutions  S  et  T  (l). 


NOTE  H. 

SUR    LES    FONCTIONS   NUMÉRIQUES. 

134.  Nous  appelerons  fonction  numérique,  une  fonction  qui  n'est  défi- 
nie que  pour  les  valeurs  entières  de  la  variable,  et  qui  n'a  elle-même  que 
des  valeurs  entières 

Autrement  dit,  un  nombre  entier  N  est  une  fonction  du  nombre  entier  /i, 
lorsqu'à  chaque  valeur  de  n  correspond  une  valeur  de  N. 

Exemple.  —  La  somme  des  diviseurs  du  nombre  n,  l'indicateur  du 
nombre  n,  etc.,  sont  des  fonctions  numériques. 

135.  Intégrale  et  dérivée  suivant  tous  les  nombres.  —  Soit  une  fonc- 
tion numérique  /(n).  La  fonction 

(i)  F(»)=/(i)+/(a) -h... +/(/*) 

sera  dite  intégrale  numérique  de  fin)  sui\aut  tous  les  nombres. 

Inversement  f(n)  sera  dite  la  dérivée  numérique  de  F(/*)  sui\.ini 
tous  les  nombres. 

Exemples.  —  Si  la  fonction  f(n)  est  égale  à   n,  la   fonction  F(n)  est 

,     .     .  n( n  -t-  i ) 
égale  a  — 


Si  la  fonction  f(n)  est  égale  à  ni',  la  fonction  F(n)  est  égale  à  un  cei 
tain  polynôme  en  n  de  degré  p-\-i,  et  qu'on  appelle  plèm'  polynôme  de 
Bernoulli. 


(')  Pour  l'étude  du  groupe  modulaire,  v>ir  Vorlcsungen  ueber  Théorie  der 
elliptischen  Modulfunctionen  (Klein).  En  particulier,  le  Chapitre  III  de  la  se- 
conde Partie  de  cet  Ouvrage  est  consacré  à  la  relation  entre  le  groupé  modu- 
laire et  la  réduction  des  formes  quadratiques  el  à  la  représentation  géométrique 
de  celte  réduction. 


3^6 


noti:  il. 


136.  Il  esl  évident  que  l'intégrale,  suivahl  tous  les  nombres,  d'une  font  - 
ii"ii  déterminée,  esl  déterminée  par  la  formule  (  i  i. 

Inversement  la  dérivée,  suivant  tous  les  nombres,  d'une  fonction  déter- 
minée, est  déterminée  par  la  formule 

/"        F   n)-F(n  —  i). 

Nous  désignerons   l'intégrale  suivant   tous  les  nombres  de  la  I :tion 

f(n  )  par  la  notai i"n 

F(n)=^/(n). 
Inversement,  nous  poserons 

/(n)  =  J)F(n). 


\.\~i .  Intégrale  et  dérivée  suivant  les  diviseurs.  —  Nous  appellerons, 
d'après  Tchebj  scheff,  intégrale  suivant  les  diviseurs  d'une  fonction  j  >  // 1, 
la  fonction  'Im  h  |  définie  par  l'équation 


(*) 


*(n)  =/(!)+/(<*) +/(<*') 


■f(n), 


i .  il .  <-/'.  ....  n  étant  tous  les  diviseurs  de  n. 
Inversement, /"(  n  l  sera  dite  la  dérivée  «le  'Im  n  \  suivant  les  diviseurs. 

Exemples.  —  Sif(n)  est  l'indicateur  de  //.  4>(/i)esl  égale  à  n. 
Si  f(  ii)  est  l'indicateur  du  />"""'  ordre  de  n,  'Im  n  |  esl  égale  à  ///'. 

438.  L'intégrale,  suivani  les  diviseurs,  d'une  fonction  déterminée  /{n) 
est  déterminée  par  la  formule  (2). 

Inversement,  la  dérivée  suivant  les  diviseurs  d'une  fonction  déterminée 
<l»(/i)  est  déterminée.  En  effet,  écrivons  les  //  premières  équations  (2). 

1  *(i)  =/([), 

l    *(a)=/(l) -+-/(*), 

;  *(3)  =/(i)+/(3), 

j  *(4)=/(0 -+-/(») +/(4), 


(3) 


*(n)     /(1)      /(rf)      /(«T) +...  +  /(/! 


Nous  en  tirons 


I  i) 


/(a)  =  *(a)-*(i), 
/(3)  =  *(3)-/(i), 
/<  i'  =*(4)-*(»), 


/(n)  =  *(n)-... 
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Nous  désignerons  l'intégrale  suivant  las  diviseurs  de  la  fonction  f(n) 

par  la  notation 

Inversement,  nous  poserons 

/(»)  =  J)*(n). 

4^39.  La  fonction  \t-{n).  —  Soit  ,/(/*)  une  fonction  égale  ;'i  un 
pour  n  =  \,  et  à  zéro  pour  toute  autre  valeur  de  n.  Nous  désignerons 
par  ;jli  n  |  la  dérivée,  suivant  les  diviseurs  de  cette  fonction  f(n). 

Autrement  dit.  on  a  les  égalités  : 

H(i)  =  i, 

(6)  2lJ-"M  =  0-         ("5*0 

d 

Les  formules  (4)  donnent  alors 

H(0  =      ', 

p.(2)  =—  I, 

H(3)=—  i, 
p.(4)  =  o, 
H(5)=-î, 
[il  6)  =  -hi. 

'i  lu.  Je  dis  que,  en  général  : 

\±{n)  =      o  quand  n  contient  des  facteurs  premiers  multiples. 

u.(n)=-f-i   quand  n  ne  contient  que  des  facteurs  premiers  simples  et 
en  nombre  pair. 

jjl(/i)=  —  i   quand  n  ne  contient  que  des  facteurs  premiers  simples  et 
en  nombre  impair. 

Pour  le  démontrer,  je  remarque  que  la  fonction  \x(n)  étant  complè- 
tement définie  par  les  équations  (5)  et  (6),  il  suffit  de  montrer  que  les  va- 
leurs qu'on  vient  de  dire  pour  \x(n)  satisfont  à  ces  équations. 

La  chose  est  évidente  pour  n  =  i,  et,  par  conséquent,  pi  un-  l'équation  (5). 

Soit  maintenant  n  p±  i .  Soit 

n  -  <>-'■  !,';>. . .  f' 

la  décomposition  de  n  en  facteurs  premiers.  Soit  /•  le  nombre  de  ces  fac- 
teurs a,  b /.  Les  diviseurs  de  n  qui  conl  iennenl  des  facteurs  premiers 
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multiples,  donnant  par  hypothèse  des  valeurs  nulle-  pour  la  fonction  [x, 
n'interviendront  pas  dans  la  vérification  de  la  formule  (6  . 

Les  diviseurs  «le  //  qui  ne  contiennent  que  des  fai  Leurs  premiers  simples 
soni 

i;     i/./>,c /, ./:     ab,ac /./:     abc,abd ///./:     ...:     abc.hkl. 

Il  \  en  a    i  égal  à  l'unité, 

r  r 

»  -  contenant  i  facteur  premier, 


i  .2 

/(/•  I    M  /"   >) 


1.2.3 


contenant  •>  facteurs  premiers, 

contenant    i  facteurs  premiers, 


.,  /■(/•-  i  ii  /■  —  •>)...  i 

il  j  en  a  contenant  r  lecteurs  premier 


La  somme  des  jjl  de  ces  diviseurs  esl  donc  égale,  d'après  les  hypothèses 

laites  sur  la  valeur  de  la  fonction  a,  à 


-  H -  .  .  .  -4-  (  —  i  )'• i 


Or  on  sait  que  cette  somme  esl  nu  Ile  La  formule  i  6)  esl  donc  vérifiée. 
iil .  .  application  aux  formules  (  j). —  Je  dis  que  ces  formules  s'écrivenl 

/(a  |    '  l  *   i)       u,(  \  |*i  i 

/<  ;>  ~  :>■{  -)  *(i)h-h  |  .'  )  * 


/,",~2;iG/,'""/ 


Pour  le  démontrer,  je  suppose  que  dans  les  formules  (  3)  on   considère 
celles  «le  rangs   i,  d,  a" n,   qu'on   les   multiplie  respectivement    par 

[a  (  —  1,    ;x  f  -  j ,  •  •  •  >  ;ji  (  -  1  ii  qu'on  les  ajoute,  il  est  facile  de  voir  que 
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le  coefficient   de  f(d)  dans  le  second  membre  est 


8  désignant  les  <li\ iseurs  de    , 

a 


Or,  cette  somme  peut  s'écrire 

2^4 


Elle  est  donc  nulle  pour  d  ^  n  et  égale  à  i  pour  rf=  /i. 
Donc  on  obtient  bien  ainsi  la  formule 


142.     lutre  forme  de  cette  formule.  —  Cette  formule  peut  s'écrire  sous 
une  autre  forme  duc  à  Liouville. 
Soit  n  =a*ùï...  />■. 
Dans  la  formule  (7)  il  n '\  a  besoin  d'écrire  dans  le  second  membre  que 

les  ici  nu-  relatifs  à  des  diviseurs  de  n,  tels  que  -:  ne  contienne  pas  de  fac 

leurs  multiples.  Ces  diviseurs  sont 


// 

II 

—  J 

a 

11 

n 

"     7; 

n 

11 
ac 

11 

n 

1 

abc .  . 

.kl 

et  la  formule  l  7)  devient,  en  remplaçant  les  coefficients  \j.(  —  \   par  leurs 


\ aleu i  -. 


•(-l)r*f 


c'est  -à-dire  encore 

,  8  1  /■  n  i  =  V  *l  rf)  —  V  *l  rf'  l, 

en  posai)  1 

"(-s)(-ï)--('-f)-2'~2'' 

Telle  1  -1  la  formule  de  Ijmun ille. 


3ôo 


NOTE    II. 


11.;.  Comme  application,  si  la  ï :tion  f(n)  esl   l'indicateur  tp(»),  on 

-;iit  < j m «_•  l'intégrale  *!■  n)  esl  égale  à  n.  La  formule  i  8  I  donue  'I :  alors 


à-dire 


<  »n  rel  i  "n N''  ainsi  la  formule  du  n°  / 1 

iii.  Relations  avec  la  théorie  des  fonctions  analytiques.  —  Consi- 
dérons  une  fonction  analytique  développée  en  série  de  Taylor.  I>.m-  ce 
développement  le  coefficient  de  x"  est  une  fonction  numérique  de  n. 

Inversement,  soil  /"(/i)  une  fonction  numérique  <le/<.  Le  développement 


(9) 


G(*)  =  2/(n    ' 


définit  une  certaine  fonction  analytique  de  x  l  pour  les  valeurs  de  a?  pour 
lesquelles  cette  série  est  convergente). 

La  connaissance  de  la  fonction  analytique  G(^r)  entraîne  c«l  1<^  de  la 
fonction  numérique f(n)  et  réciproquement.  Les  connaissances  des  deux 
fond  ions  sonl  donc  équivalentes. 

Ceci  peut  être  considéré  comme  nne  généralisation  des  idées  de  Kro- 
necker  relatives  aux  polynômes  {voir  n°  248). 

Il  faut  remarquer  que  la  fonction  fi  n  l  peul  êl  re  telle  que  la  série  g  | 
ne  soit  convergente  pour  aucune  valeur  de  x.  On  conçoit  cependant  qu'on 
puisse  continuera  regarder  la  série  comme  un  symbole  représentant  la 
fonction  numérique.  Ces!  une  façon  d'envisager  l'introduction  dans  le 
calcul  de  séries  divergentes. 

Le  développe  nu- ni  de  Taylor  peul  d'ailleurs  être  remplacé  par  un  autre, 

par  exemple  par  un   développement  de  la  forme  ^:  »  tel  que   ceux 

qu'on  a  considérés  aux  n"5  398  et  sui\;mt». 

145,  \  ce  point  de  vue,  les  procédés  d'intégration  et  ilt"  dérivation 
suivant  tous  les  nombres  ou  suivant  tous  les  diviseurs  sonl  caractérisés 
l'.u  les  formules  suivantes-  Soit  f(n)  une  fonction  numérique,  F(/i)  son 
intégrale  suivant  tous  les  nombres,  "ï>(u  |  son  intégrale  suivant  tous  les 
«li\ iseurs.  <  >n  .i  les  formules 


2/ 


//    / 


V.,-,  =2F(/I  !  F", 


ei 
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Si  =ï 


y f{n)    x  y _l  .=  y *(*) 

n  =  1  n  -  \  n  =  1 


2  /<">■*"         «  =  - 


.1 


n  — 


<->  I  ■;,:■-= 2 


/(«)  _  v  ''" "  î 


=  1  71=1 


!l(s)  étant  la  fonction  de  Riemann,  dont  on  a  parlé  au  n°  399. 

Ces  formules  se  démontrent  en  effectuant  le  produit  indiqué  au  premiei 
membre,  et  constatant  que  tous  les  termes  de  ce  produit  se  retrouvent  au 
second  membre. 

Exemple.  —  La  formule  (il),  en  supposant  f(n)  égale  à  l'indicateur 
<p(n)  donne 

n  =.  1  n  =  1 

d'où 


Zà    n*  : 


;(*) 


Plus  généralement,  en  supposanty(n)  égale  à  l'indicateur  du  piemt  ord.re 
cpp  (  n  ),  on  trouve  : 


Zd.      n'  Ç(s) 


On  nbticnt  de  la  même  façon  la  formule 


d'où 

2 


n(rç)  =  Ii 


n       ~  lis) 


ii»i.   Nuis  terminerons  celte  Note  par  la  démonstration  de  la  formule 


;".  • 

HOTE    H 

curieuse  due  à  Smit 

h 

i  ,   o 

I .  i .  a  i     . 

. .     (  i ,  n  ) 

(*,    0 

(2,2)        . 

.  .       l  2,  H  ! 

(n,  [) 

. .     («.//» 

=  <5>(i)<p(2)...<p(n), 


(p,  q)  désignanl  le  plus  g  rand  commun  diviseur  de p  et  y.  ei  p (n)  l'indi- 
cateur «le  II . 
Celte  formule  n'es!  qu'un  cas  particulier  de  la  suivante  : 


(12) 


*[(ifi)]     *[(i,a)]      ...     *[(i,n)] 

*[(2,  I)|       *[l  ■.'..  2  )|        ...       *[|    '.  »  l] 


*[(n,  i)|     *[(n,a)]     ...     *[(n,n)l 


/("./     '   .../(«), 


<t>(n)  étant  l'intégrale  suivant  les  diviseurs  àef(n). 

Pour  démontrer  cette  formule,   soient  i .  d n   les  diviseurs  de  n. 

Remplaçons  les  éléments  de  la  dernière  colonne  du  déterminant  par  la 
somme  obtenue  en  multipliant  les  éléments  de  la  première  colonne  par 

;j.  (  —  \  •  ceux  île  la  d"mc  par  p.  (  -  ] ,  •  •  ■  »  ceux  de  la  /*'""'  par  a  (  -  ) ,  et 

ajoutant,    tous    les    produit-   relatif-    aux  éléments   d'une    même    ligne. 
Cette  transformation  ne  change  pas  la  valeur  du  déterminant,  puisque  le 

)  des  éléments  de  la  dernière  colonne  du  déterminant  est 

ruai   ;"i    I  . 

Mais  alors  l'élément  de  la  /' ligne  de  la  dernière  colonne  devient 


(,3)       ;,('ij  <!>[,/,.   l)]+|i(2)  *[(/>,  «*)]+...+  p-^j  *[(p,  71)]. 

Remplaçons  dans  cette  somme  *[(/>, d)]  par\/(8);  lesigne^  s'éten- 

5 

danl  à  tous  les  diviseurs  8  de  i  p,  d).  Remarq is  que  ces  nombres  8  sont 

diviseurs  de  i  p,  n  i.   Nous  obtenons  ainsi  une  nouvelle  somme. 

Dans  cette  somme,  réunissons  les  termes  ent/'(8),  8  étant  un  certain 
diviseur  de  (/>,  n  ).  Or  pour  que  8  soit  un  diviseur  de  i  /'.  rf)  comme  8  est 
p. m  hypothèse  diviseur  de  /-.  il  suffit  qu'il  le  soit  de  d.  Les  nombres  </  tels 
que  8  soit  diviseur  de  (/<.  c?)  sont  donc  les  diviseurs  de  n  qui  sont  mul- 
tiples de  8.  Ce  sonl  donc  les  nombres  de  la  forme 


d  =  8  x  8', 


i  mi  un  ( I i n  iseur  de 


Uors,  si  dans  l'expressi t3)  on  réunit  les  termes  en  f( 8),  le  coeffi 
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ncnt  est 


8'  8' 

le  siirne    7    s'étendant  à  tous  les  diviseurs  o   de  — 
—  o 

Or  cette  somme  est  nulle,  à  moins  que 


Il  ne  peut  donc  rester  qu'un  ternie  dans  la  somme,  le  terme  f{n). 

Mais  ce  terme  n'existe  que  si  l'un  des  nombres  (p,  n)  est  égal  à  /i, 
c'est-à-dire  que  si  p  =  n. 

En  résumé,  la  somme  (i3)  est  nulle  pour  p  <  n,  et  elle  est  égale  à  f{n) 
pour  p  =  n. 

Il  résulte  de  là  que  le  déterminant  (12)  devient  par  la  transformation 
indiquée,  égal  à 


*[(i,i)     *L(i,a)] 

*[(a,  1)     *[(a,  a)] 


•     *[(i,»-i)] 
.     *[(a,»-i)] 


*[(n,  1)    *[(«,  2)]     ...     *[(n,  n  — 1)]    /(«  1 

Si  donc  on  appelle  D„  le  déterminant  en  question,  on  a 
Dn=/(/i)D„_„ 
d'où,  de  proche  en  proche, 

D„=/(l)/(2). ../(*). 


HT.  Il  existe  un  grand  nombre  d'autres  formules,  plus  ou  moins 
curieuses,  sur  les  fonctions  numériques.  En  voici  par  exemple  une  donl 
le  lecteur  trouvera  facilement  la  démonstration  : 

Soit  J'\  n  )  une  fonction  numérique,  g(n  1  sa  dérivée  suivant  /<>tts  les 
nombres,  et  h(n)  la  dérivée  de  g{  n) par  rapport  aux  diviseurs.  On  a 

K('"  J  A(,)-+-E^  <  n  i. 

Exemple.  —  Si  li(n  )  esl  l'indicateur,  on  ;i 

"(=)»oh  ••     "(;)»(-)- =^  '■ 

C.  .; 


>>')  NOTE    I. 


NOTE  I. 
SI  II    LES  NOMBRES    ENTIERS    IMAGINAIRES. 

148  On  -ait  le  rôle  que  jouenl  en  Algèbre  I < •  s  nombres  imaginaires, 
i  est-à-dire  les  i lue-  de  h  forme  a  -+-  bi  ( i  étanl  l'une  des  racines  ima- 
ginaires de  l'équation  ./--+-i  =  o).  On  conçoit  donc  comment  on  a  été 
amené  (')  à  considérer  dans  la  théorie  des  nombres  les  entier»  imagi- 
naires, c'est-à-dire  les  nombres  de  la  forme  <i  -  bit  a  el  b  étant  entiers. 
positifs  ou  négatifs. 

149.  On  a 

(a  -+-  bi)  +  (a'+///)  =  a  +  «'+(i  +  b 
ci  -+-  bi  —  ( a' -+-  b ' i )  =  a  —  a' -+-  (b  —  b')  i, 
(a  -t-  bi)(a' -f-  b' i)  =  aa' —  bb' -\-  i  ab'-{-ba')i. 

Ainsi  la  somme,  la  différence,  le  produit  de  deux  entier-  imaginaires 
sont  eux-mêmes  des  entiers  imaginaires;  el  le  même  théorème  s'étend 
sans  peine  à  la  somme  ou  au  produit  de  plus  de  deux  qombres. 

i.*il).  Mais  il  n'en  est  plus  de  même,  en  général,  du  quotient  de  deux 
entiers  imaginaires. 

On  a,  en  effet, 

a  -i-  bi        aa'      bb'        bu' '—  a//  . 

a  -+-  b  i  a  -       l>  -  b  - 

Le  quotient  de  a -h  bi  par  a '-f-  b'  i  n'est  donc  un  entier  que  si  le> 
nombres  entiers  réels  aa'-hbb'  el  ba'  et  ba' — ob'  sont  divisibles  tous  les 
deux  par  a'*-\-  b'*;  sinon  le  quotient  de  deux  entiers  imaginaires  est  une 
fract  ion. 

151.  La  quantité  a1-\-b-  s'appelle  la  norme  du  nombre  a  -\-  bi  (c'est 
le  carré  de  la  quantité  connue  en  Ugèbre  sous  le  nom  de  module).  On 
\,,ii  sans  peine  que  la  norme  d'un  produit   est  égale  an  produit  des 

normes  des  facteurs. 

Il  en  résulte  que  pour  qu'un  nombre  soil  divisible  par  un  autre,  il  faut 
que  la  norme  du  premier  soit  divisible  par  la  norme  du  second.  Mais  i  eue 
condition  n'est  pas  suffisante.  Les  conditions  nécessaires  et  suffisantes  ont 
.'■i  ('■  données  plus  haut . 


i    i  Gauss,  Theoria  residuorum  biquadraticorum. 
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A"r2.  La  définition  de  la  norme  s'étend  aux  nombres  fractionnaires.  Soit 
le  nombre  fractionnaire 

a  -4-  bi 

a'  ■+■  b  i 

égal  à 

ll.l     -  /'//'  Illl'   —    ///>'      . 


b- 


II 


La  norme  de  ce  nombre  est,  par  définition,  la  quantité 

ad — l'Ii'    -       [  bd — ab 


I  ad —  bb      -  bu  —  nb      - 


Elle  est  identiquement  ésale  à  — j- ,     • 

D'une  façon  générale,  /a  norme  du  quotient  de  deux  nombres,  entiers 
ou  fractionnaires,  est  égale  au  produit  des  normes  de  ces  nombres 

153.  Représentation  géométrique  des  nombres  imaginaires.  —  Le 
nombre  a  -h  bi  se  représente  par  le  point  dont  les  coordonnées  rectangu- 
laires sont  a  et  b.  En  particulier,  les  nombres  entiers  sont  représentés  par 
les  sommets  des  carrés  adjacents  représentés  dans  la  fig.  i.  Ces  carrés 


forment  ce  que  nous  appellerons  un  réseau  carré,  ayanl  <>I  comme  base 
Si  V  esi  le  poinl  qui  représente  un  certain  nombre,  ce  nombre  -appelle 

— 2 

Vaffixe  de  A.  La  norme  esl  égale  a  <  >  \   . 

i.'li.  Poui  additionner  deux  nombres  qui  sont  les  affixes  de  deux  points 
A  et  B,  il  suffit  de  construire  un  contour  polygonal  OAC  donl  le  premier 
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NOTl 


côté  soit  OA,  et  dont  le  second  AG  soii  égal,  parallèle  à  OB  et  de  même 
.  Le  poinl  C  esl  l'affixe  de  la  somme  cherchi  e. 
Il  résulte  de  là  que  si  A  et  C  sont  les  af  fixes  de  deux  nombres,  \<  !    repré- 
sente la  norme  de  la  différence  entre  ces  deux  nombres. 

La  règle  qu'on  vient  de  donner  pour  trouver  la  somme  «le  deux  nombres 
ni  sans  peine  à  un  nombre  quelconque  de  nombres. 

i.Yi.  Nombres  conjugués.  —  Les  nombres  a  ■+■  ôtet  a —  bi  sont  dits  con- 
jugués. Les  points  \.,  h!  {fig.  2),  qui  représentent  deux  nombres  conjugués, 
sont  symétriques  par  rapport  à  l'axe  Ox.  Les  normes  de  deux  nombres 
conjugués  sont  égales  entre  elles,  et  égales  au  produit  de  ces  nombres. 

La  somme  de  deux  nombres  conjugués  esl  réelle. 

156.  Quotient  et  reste  de  la  division  de  dru./;  nombn  s  1  ntiers.  — 
Soient  a  -+-  bi,  c  -t-  di  deux  nombres  entiers.  Le  quotient  exact  de  a  -+■  bi 
par  c  ■+-  di  n'est  pas  en  général  un  nombre  entier.  Mais  on  peut,  par  ana- 
logie avec  ce  que  l'on  connaît  sur  les  nombres  réels,  chercher  un  nombre 
q  -+-  ri  appelé  quotient,  et  un  nombre  s  ■+-  ti  appelé  reste,  tels  que 


(0 


bi  =  (c  -+-  di )fq  -+-  ri)  -+- (s •+-  ti), 


et  tels  de  plus  que   la  norme  de  s-^-ti  soit  /dus  petite  que  la  norme 
de  c  -+■  di. 

Or  l'équation  (1  1  peut  s'écrire 


bi 

di 


t/ 
di 


D'après  les  conditions  du  problème,  la  nonne  du  nombre  fractionnaire 


li 


.  doit  être  plus  petite  que  1.  La  question  revient  donc  à  la  suivante 


-t-  di 

,                             .         .          .            .       a  -t-  hi  . 

Liant  donne  un  nombre   1  /-actionnaire  ,.■>  trouver  u/i   nombre 

c  -+-  dt 


entier  q  -+-  ri,  tel  que  la  différence 

/dus  petite  que  1 . 


bi 


di 


.  — (q  -t-  'i)  ait   une  norme 


Oi 


bi  ac       lui 

dl  C--;     d- 


bc  —  ad 

<•-  —  d- 


)'• 


Il  faut  donc  déterminer  q  et  r,  de  façon  que 

lui  /  bc  —  ad 


lid  I  bc  —ad         Y 


<l 


Il  -ul'lii  pour  cela  de  prendre  pour  q  la  valeur,  à  moins  d'une  demi-unité 
ac       bd 


■  1       '"'       I"1  11  ji  1      •       ■ 

près,  du  nombre  >  et  pour  r,  la  valeur,  .1  moins  il  une  demi-unité 
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bc  —  ad  ..... 

inv-i,  du  nombre  -  •    Dans    ces    conditions   1  expression   (■>)   a    un.' 


re  a  -  >  et. 
2 


valeur  inférieure  ou  au  plus  égale  à  (  -  ]   -+-  l-j  >  c'est-à-di 

par  conséquent  inférieure  à  1. 

On  voit  d'ailleurs  qu'il  peut  y  avoir  jusqu'à    trois  autres  systèmes  de 
valeurs  Je  q  et  de  r  répondant  à  la  question. 


bi 


UiT.   Géométriquement  :  Soit  M  le  point  qui  représente  —  (fig  3); 

il  faut  prendre  pour  q  -+■  ri  une  valeur  entière  dont  le  point  représentatif, 
A,  soit  à  une  distance  de  M  plus  petite  que   1.  Les  seuls  points  pouvant 


Fig.  3. 


A 


répondre  à  la  question  sont  les  sommets  du  carré  dans  lequel  se  trouve  le 

point    M.    Suivant  la   position  du   point  M,  il  peut  y  avoir  deux,  trois  ou 

quativ  de  ces  sommets  qui  conviennent. 

A  moins  d'avertissement  contraire,  on  prendra  pour  quotient   q-hri, 

celui  dont  il  a  été  parlé  plus  haut .  et  qui  est  déterminé  en  général,  excepté 

,  .,  .        "r      bd    bc  —  ad  .      .  ,   , 

quand  I  un  des  deux  nombres  —      — ût>  -      — rr '  ou  tous  les  deux,  sont  de 
n  c2-+-  a-       c'--t-  d- 

l.i  forme  (  h-\-  -  \  ,  h  étant  un  entier.  Ce  quotient  est  l'affixe  du  sommet 

du  carré  qui  est  le  plus  voisin  de  M. 

D  unités.  —  On  dit  qu'un  nombre  est  une  unité  lorsqu'il  divise 
tous  les  nombres  entiers. 

Dans  la  théorie  des  nombres  entiers  réels  positifs  il  y  a  une  seul.'  unité, 
le  nombre  1 . 

Dans  la  théorie  des  nombres  entiers,  positifs  ou  négatifs,  il  3  .1  deux 
uniii îs,  I«s  nombres  -4-  1  et  —  1. 

Dans  la  théorie  des  nombres  entiers  imaginaires,  pour  qu'un  nombre 
p-*rqi  soit  une   unité,   il  faut,   d'après  ce  qu'on  a  dit  au   n°    fôl,  que  sa 
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norme  pl  -+-  q*  divise  tous  les  entiers   réels  positifs:  il  faut  donc  qu'elle 
-•■ii  égale  à  i . 

■    Il  faut,  pour  cela,  que  l'un  des  deux  nombres  /-.  q  soil  nul,  el  l'autre 
i  _il  .1  ±  i.  I  ne  peut  donc  \  avoir  que  quatre  unités,  à  savoir 


D'ailleurs  les  idenl  ités 

a  -+-  bi  =  (a  —  bi)i, 

a  -4-  bi  =  (  —  a  —  bi){  —  i  ). 

a   -   bi  =  (b  —  ai  \i, 

a  -+-  bi  =  (  —  b  ■+■  ai)(  —  i ) 

montrent  qu'effectivemeni  toul  nombre  a       l>i  esl  divisible  par  les  nom- 
bres i .  —  i ,  -h  i,  —  i.  Ces  derniers  sonl  donc  des  unités. 

i.'i'J.  Il  résulte  aussi  de  ce  qui  précède  que,  au  point  de  vue  de  la  divi- 
sibilité, les  quatre  nombres  a  -+-  bi,  —  a  —  bi,  b  —  ai,  —  b  -+-  ai  ne  sonl 
pas  distincts. 

Tout  diviseur  de  l'un  de  ces  quatre  nombres  est  aussi  diviseur  de?  trois 
autres.  De  même,  tout  multiple  de  l'un  de  ces  quatre  nombres  est  aussi 
multiple  des  trois  autres.  Vous  appellerons  ces  quatre  nombres,  associt  *. 

Ces  quatre  nombres  sonl   représentés  par  quatre  points  A.   \,.  A_     \ 
sommets  d'un  carré  de  centre  0  (Jig. 

'i(ii).  En  particulier,  il  existe  toujours  un  de  ces  nombres  situés  dans  le 
domaine  limité  par  les  bissectrices  OD,  OJ>  de-  angles  xQy  el  rOy', 
OD'  comprise,  OD  non  comprise  i  fig.   >  >. 

Autrement  dit,  il  existe  un  de  ces  nombres  dont  la  partie  réelle  est  plus 
grande  en  valeur  absolue  que  la  partie  imaginaire,  ou  au  plus  égale  lorsque 
la  partie  imaginaire  est  négative. 

Les  nombres  de  ce  domaine  DOD'  sonl  deux  à  deux  imaginaires  conju- 
gués, excepté  ceux  dont  les  affixes  sont  situés  sur  la  droite  OD',  c'est 
à-dire  ceux  de  la  forme  a  —  ai. 


iiil.  Remarque.    -  Si  un  nombre  a-\-bi  esl  divisible  par  un  nombre 

r  -+-  r/i.  le  nombre  a        bi  e-l   di\  i-ible  par  c  —  di. 

En  particulier,  -i  un  nombre  réel  a  esl  divisible  par  un  nombre  imagi 
n aire  c  -r-  di,  il  esl  aussi  divisible  par  r  —  di. 

162.    Représentation   géométrique  des  multiples   d'un    nombre.   — 
Soit  un  nombre  a  +  et  dont  l'affixe  esl    \.{fig.   [). 

Il     esl     d'abord     facile    de    li'oiner    les    afli\e-    île-    nombre-    de    la     forme 

m(a — /u'i.  m  étant  un  entier  réel.  Ce  -< 'n i  le-  point-  situés  -m  la 
droite  <>\  à  des  distances  les  uns  des  autre-  égales  à  OA,  l'un  de  ce- 
points  étani  '  >. 
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Considérons  maintenant  le  nombre  i(a-\-  bi)\  il  a  pour  affixe  le  |>oint  D 

(OD  =  0\  el  kOD  =  i  dr.).  Les  nombres  de  la  forme  pi(a  -+-  bi),  p  étant 
un  entier  réel,  ont  donc  pour  af  fixes  les  points  situés  sur  <»l>.  .1  des 
distances  les  uns  des  autres  égales  à  OD,  l'un  de  ces  points  étant  O. 


Soit  alors  (m  -+-  pi)(a  ■+■  bi)  un  multiple  quelconque  de  a  —  bi. 

On  a 

(  m  —  pi  |  {a  -f-  bi  l  =  m  1  a  —  bi  \  —  pu  a  —  bi  1. 

On  a  donc  l'affixe  M  du  nombre  (m -h pi) (a -h  bi)  en  prenant  l'af- 
fixe B' du  nombre  /n(a  -+-  ôi),  l'affixe  G  du  nombre  pi(a-h  bi),  et  ache- 
vani  le  rectangle  '  ■  <  Ui'.M. 

Il  en  résulte  que  les  multiples  de  a-\-  bi  ont  pour  affixes  les  -<>mmets 
d'un  réseau  carré  construit  sur  OA  comme  base  (réseau  dessine  1  11  trait 
plein  dans  la  fig.  \  ). 

-  nul  commun  diviseur.  —  La  possibilité,  étanl  donnés 
deux  nombres  a-hbi,  c-{-di,  d'en  trouver  deux  autres  q  -ri.  s  +  // 
satisfaisant  aux  conditions 

a  ~  bi  =  (c  —  di  1 1  y     -  ri  )  ■+■  s  —  ti, 
s7 -+-  /2  <c*-hd*, 


36o  NOTE   I. 

permet  de  i  onstituer  un  algorithme  du  plu-  grand  commun  diviseur  iden- 
lique  ii  celui  des  nombres  enti  :rs  réels. 

mple.  —  Soient  les  deux  nombres  67  —  691  el  (>  j —  60 1. 

1 
67      691      64  —  191      —  5-4-7* 


3  — i9t      — -, 


Leur  plus  grand  commun  diviseur  esl        5   -  ~i. 

Tous  les  théorèmes  démontrés  dans  les  n°'  28  à  32  1   pour  les 

nombi  es  ent  iers  imaginai  res. 


164.  Nombres  premiers.  —  Un  nombre  premier  esl  un  nombre  qui  n'esl 
divisible  que  parles  quatre  unités,  ou  par  lui-même,  ou  par  ses  associés 

1  n°  ',:;:•  1. 

Comme  quatre  nombres  associés  ne  sont  pas  considérés  comme  distincts 

au  point  de  vue  de  la  divisibilité,  nous  p Tons  ne  considérer  que  des 

nombres  premiers  du  domaine  DOD'  (n     160).  <>n  voit  facilement  que  : 

Tout  nombre  est  dêcomposable  en  un  produit  de  facteurs  premiers 
multiplié  par  une  unité. 

De  plus,  la  décomposition  n'est  possible  que  d'une  seule  manière,  à  con- 
dition de  n'employer  que  des  nombres  premiers  du  domaine  DOD'. 

En  effet,  dans  cette  hypothèse,  comme  il  n'j  a  pas  de  nombres  pre- 
miers associés,  un  nombre  premier  ne  peut  en  diviser  un  autre  sans  lui 
être  identique.  Le  raisonnement  fait  au  n°  3L  pour  la  décomposition  en 
facteurs  premiers  des  nombres  réel-,  subsiste  donc  absolument. 

Ces  nombres  premiers  du  domaine  DOD'  sont  deux  à  deux  imaginaires 
conjugués,  excepté  le  nombre  1  —  i,  dont  l'affixe  est  situé  sur  OD' (n°  460). 

165.  Il  n'est  pas  difficile  de  déduire  les  nombres  premiers  imaginaires 
des  nombres  premiers  réels.  Voyons  d'abord  si  les  nombres  premiers, 
parmi  les  nombres  réels,  sont  encore  premiers  parmi  les  nombres  imagi- 
naires. 

Je  dis  que  la  condition  suffisante  et  nécessaire  pour  qu'un  nombre  /> 
premier  parmi  1rs  nombres  réels,  ne  soit  plus  premier  parmi  h  s 
nombres   imaginaires,  est  que  ce  nombre  soit  décomposable  en  une 

somme  <le  (leur  carrés. 

La  condition  est  suffisante,  car  si  l'on  ;i 


Mi    eu    de 


'•(luit 


//   :      il  b' . 

p  =  (a       bi)(a  —  bi). 


Donc/'  n'est  pas  premier  parmi  les  nombres  imaginaires. 

La  1  "inlition  est  nécessaire  :  en  effet,  -i  p  n'est  pas  premier,  il  est  dé- 
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composable  en  facteurs  premiers  nécessairement  imaginaires;  d'ailleurs 
d'après  ce  qu'on  a  «lit  au  n°  161,  -'il  j  .1  dans  la  décomposition  de  />  un 
nombre  imaginaire  a  —  bi,  différent  de  1  —  i,  il  y  a  nécessairement  le 
conjugué  "  bi.  Le  nombre  />  ne  peut  d'ailleurs  contenir  d'autre  facteur 
premier  que  a  ■+-  bi  et  a —  bi,  car  -il  en  contenait  un  autre  c-\-di,p  se- 
rait divisible  par  les  nombres  a  h  bi,  c -+-  di,  (a -h  bi)  (c -\-  di).  Donc  la 
moi  nie  de  /-,  c'est-à-dire  /'-.  serait  divisible  par  les  normes  de  ces  trois 
nombres,  c'est-à-dire  par  a2-+-  b'-.  c2-+-  '/-,  (  a--\- b-)(c2-{- d-  l,  ce  qui  ne 
peut  être,  car  /<.  étant  premier  parmi  les  nombres  réels,  le  nombre/»2 
n'admet  que  deux  facteurs  réels  différen  1-  de  1 ,  à  savoir  j>  et  />'-. 
On  a  donc 

p  =  (a  -1-  bi)(a  —  bi  )  =  a2  —  b-. 

Si  p  admet  le  facteur  premier  1  —  i,  le  théorème  est  encore  vrai,  car  /> 
étant  divisible  par  1  —  i  est  aussi  divisible  par  t-H  i  qui  égale  (1  —  i)i,  et 
l'on  voit,  comme  à  l'instant,  que 

p  =  (n-  i)  (  1  —  i)  =  i(  1  —  iy  =  2  =  1 2 -1-  1 2. 

166.  Conclusion.  —  On  sait  1  n°  371)  que  les  nombres  premiers  décom- 
posable-  en  une  somme  de  deux  carrés  sont  les  nombres  premiers  de  la 
forme  \h  —  1  et  le  nombre  2.  <>n  a  donc  le  résultat  suivant  : 

Les  nombres  premiers  réels  de  la  forme  ^h  —  1  sont  premiers  parmi 
les  nombres  imaginaires.  Les  nombres  premiers  réels  de  la  forme 
i  //  —  1  et  le  nombre  2  ne  sont  pas  premiers  parmi  les  nombres  imagi- 
naires, ils  se  décomposent  en  un  produit  de  deux  facteurs  premiers, 
imaginaires  conjugués. 

Exemple  : 

i3  =   s  (3  H-arn  3  —  li). 

iliT.   En  traitant  la  question   posée   au    11    i65,    nous   avons   trouvé  de- 
nom  lue-  premiers  imaginaires;  nous  venons,  en  effet,  de  voir  que.  p  étant 
un    nombre   premier   réel    décomposable  en   une  somme  de  deux    cai 
<i-     -  b-.  admet  les  deux  facteurs  a    r-bi.  a —  bi.  mai-  ne  peut  en  admettre 
d'autres  :  les  nombres  a  —  bi  et  a  —  bi  sont  donc  premiers. 

Je  >li-  qu'il  n'y  a  pas  d'autre  nombre  premier  imaginaire. 

En  effet,  soit  a  -t-  bi  un  nombre  premier  imaginaire;  a  —  bi  l'est  aussi; 
et  il  faut  démontrer  que  a2-f-62  est  un  nombre  premier  parmi  les  nombres 
réels.  En  effet,  si  a--\-b'2  n'était  pas  premier  parmi  les  nombres  réels,  il 
aurait  un  facteur  premier  réel  c,  et  l'on  aurait 

b1  =  cd 


(a  -+-  bi){a  —  bi  1  =  cd. 

Mai-  cette  égalité  est  impossible,  car,  si  c  et  d  étaient  premiers  parmi 
les  nombres  imaginaires,  les  deux  membres  de  l'égalité  (3)  se  décompo- 
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seraient  différemment  en  facteurs  premiers,  et  si  c  et  <l  n'étaient  pas  pre- 
miers parmi  les  nombres  imaginaires,  le  se 'I  membre  de  l'égalité  (3) 

se  décomposerait  en  un  produit  de  j  > I  u  -~  de  deux  facteurs  premiers,  el  le 
pi  emier  en  deux  seulement. 

En  résumé,  les  nombres  premiers  imaginaires  sont  : 
i"  Les  nombres  premiers  réels  de  la  forme  \k  —  i; 
■  '  /.•  s  nombres  de  la  forme  a  —  bi,  a*      b-  étant  un  nombre  premL  » 
réel. 

ïiis.  jtriiin  'que.  —  1  >;•  ii -  le  raisonnement  précédent,  qqus  nous  sommes 
l  m  n  166  '  appuyés  sur  la  théorie  de  la  décomposition  des  nombres  pre- 
miers en  somme  de  deux  carrés,  c'est-à-dire  sur  la  théorie  des  formes 
quadratiques.  Il   est    intéressant   de  remarquer  que   l'on   peut  se  passeï  de 

cette  théorie,  dé itrer  sans  \  faire  appel  les  résultats  du  n°  406,  et  en 

déduire  le  théorème  «le  Fermai  «lu  n°  371. 

En  effet,  non-  ;i \ < >n<  démontré  au  n°  165  que  la  condition  nécessaire 
et  suffisante  pour  qu'un  nombre  p,  premier  parmi  les  nombres  réels, 
ne  le  soit  pas  parmi  les  nombres  imaginaires,  est  que  ce  nombre  soit 
décomposable  en  une  somme  de  deux  curies. 

Or,  comme  une  somme  de  deux  carrés  ne  peut  rire  que  de  l'une  des 
formes  j  A,  j  h  --  i .  ^h  -t-  ?..  il  en  résulte  immédiatement  le  premier  résul- 
tat du  n"  466,  à  savoir  :  les  nombres  premiers  réels  de  la  forme  \h  —  i 
sont  premiers  parmi  les  nombres  imaginaires. 

Pour  le  nombre  2,  il  est  égal  à  i2-f-  i-- 

Enfin,  pour  les  nombres  premiers  réels  de  la  forme  4^-t-i,  si  nous  dé- 
montrons  autrement  que  nous  ne  l'avons  fai.t  qu'ils  ne  sont  pas  premiers 
parmi  les  nombres  imaginaires,  il  en  résultera  qu'ils  sont  décomposables 
en  une  somme  de  deux  carrés,  c'est-à-dire  le  théorème  du  n,J  371. 

Soit/j  un  nombre  premier  delà  forme  4  h  -t-  1  ;  considérons  la  congruence 


xi'-i  —  I  =  o 


(  mod  p). 


Cette   congruence    admet   le-   // —  i    solutions    i .  ■_>. /)  —  i  ;    niais    elle 

admet   aussi  la  solution  x  =  i.  Or,   on  démontre,  comme  dans  la  théorie 
des  nombres  entiers  réels,  qu'une  congruence  à  module  premier  ne  peut 
avoir   plus  de  solutions    qu'elle    n'a    d'unités  dans  son   degré.    La  con- 
gruence (  i  )  étant  <le  degré  />  —  i  et  ayant  plus  de  p  —  i  solutions. 
que  le  module  />  n'est  pas  premier. 

469.  Système  complet  de  restes  incongrus  pur  rapport  à  un  module 
a  -+-  bi.  —  La  définition  est  la  même  que  pour  les  modules  réel-.  <>n  ap- 
pelle système  complet  de  restes  incongrus  par  rapport  à  un  module 
a-\-bi,  un  système  de  nombres  tels  qu 'il  y en  ait  un  et  un  seul  congru 
i  mod  a  -\   bi)  à  un  nombre  quelconque. 

Cherchons  à  constituer  un  tel  système  el  à  compter  le  m  un  lue  de  nombres 
qui  y  sont  contenus. 

NOUS  ;i\oiis  \  M  (  n"   162)  que  les    multiple-    d'un    nlire    a  ■•■-  bi  -ont    les 
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affixes  des  sommets  d'un  réseau  carré  Q  construit  sur  OA  comme  base,  A 
étant  l'affixe  de  a-\-bi.  Construisons  un  autre  réseau  carré  Q'  formé  de 
ci  rrés  el  dont  les  côtés  soient  égaux  et  parallèles  à  ceux  des  précédents. 
(Le  réseau  Q'  est  représenté  en  pointillé  sur  la  fig.  40  Soient  P  et  P1 
deux  points  situés  de  la  même  façon  dans  deux  des  carrés  (G)  et  (C),  du 
réseau  Q'  c'est-à-dire  deux  points  qui  viendraient  à  coïncider,  si  l'on  trans- 
portait le  carré  ( C)  parallèlement  à  lui-même  sur  le  carré  (C).  Il  est  bien 
évident  que  le  segment  de  droite  PP'  est  égal  et  parallèle  au  segment 
joignant  l'origine  à  un  certain  sommel  E  du  premier  réseau.  Donc  la 
différence  des affixes des  point-  P  et  P' est  un  multiple  de  a  -+-  bi.  Ces  deux 
affixes  sont  donc  congrues  (mod  a-hbi). 

D'autre  part,  si  l'on  prend  deux  points  dans  un  même  carré  du  réseau  Q', 
la  droite  qui  les  joint  ne  peul  être  égale  et  parallèle  à  un  segment  de 
droite  joignant  l'origine  à  un  point  du  réseau  Q.  Les  affixes  de  ces 
points  ne  peuvent  donc  être  congrus  i  mod  a  H-  bi). 

Il  \  a  exception  pour  deux  points  qui  seraient  situés  sur  le  périmètre 
d'un  carré  du  réseau  Q'  aux  deux  extrémités  d'une  parallèle  à  un  côté,  ou 
pour  deux  sommets  de  ce  carré. 

Il  résulte  de  là  que  si  l'on  construit  un  carré  (C)  sur  une  base  p  uallèle 
et  égale  à  OA  et  que  l'on  considère  le  domaine  formé  par  l'intérieur  de 
ce  carré,  deux  côtés  consécutifs  de  carré,  et  le  sommet  intermédiaire 
il  existe  dans  ce  domaine  un  point  dont  l'affixe  est  congru  [mod  (a-hbi)] 
à  un  nombre  quelconque  et  il  n'en  existe  qu'un.  Les  affixes  des  points 
situés  dans  ce  domaine  forment  donc  le  système  complet  cherché. 

470.  Quant  au  nombre  de  ces  points  il  s'évalue  de  la  façon  suivante  : 
Considérons  le  carré  (C),  et  le  réseau  formé  par  les  points  qui  repré- 
sentent tous  les  nombres  entiers.  Supposons,  pour  simplifier,  qu'aucun  de 
ces  points  ne  se  trouve  sur  le  périmètre  du  carré  (C);  ce  qui  est  toujours 
possible,  puisque  le  carré  (C)  peut  être  déplacé  parallèlement  à  lui-même. 
Il  faut  alors  compter  combien  il  y  a  de  ces  points  à  l'intérieur  du  carré  (C). 
Or  on  peul  dire  que  le  carré  (C)  est  décomposé  en  carrés  de  côté  t,  en 
convenant  que  lorsqu'un  carré  de  côté  égal  à  i  est  incomplet,  on  complète 
la  portion  de  ce  carré  limitée  par  un  côté  du  carré  (C),  avec  la  portion  d'un 
autre  carré  limitée  par  le  côté'  opposé. 

Dans  ces  conditions,  chacun  des  points  dont  on  veut  compter  le  nombre 
est  un  sommet  appartenant  à  quatre  carrés  de  côté  égal  à  t.  et  d'autre 
part  chaque  carré  de  côté  égal  ■>  i  à  quatre  sommets;  donc  il  y  a  autant 
de  ces  points  que  le   carré  (C)  contient  de  carrés  de  côté  égal  à  i.  Or 

la  surface  du  carré  (C)  est  égale  à  OA  ou  à  as  !>-.  Donc  il  contient  a'2 -h  b- 
carrés  de  côté  égal  à  i.  C'esl  le  nombre  cherché.  Il  est  égal  à  la  moine 
de  a  -f-  bi. 

471.  Indicateur.  —  Parmi  ces  nombres,  combien  il  y  en  a-t-il  qui  soient 
premiers  à  a  ■+■  bil 


.NOTE    I. 


Soient  p  -+-  qi,  p' ■+•  q' i, . . .  les  facteurs  premiers  de  a  -+-  bi  (certains  do 
cteu  i  s  pouvant  être  réels  I. 
•  Le  nombre  cherché  est  le  nombre  des  points  qui  resteront  dans  le 
carré  (C)  après  qu'on  aura  effacé,  les  points  qui  ont  comme  affixes  des 
multiples  de  p~.->/i.  puis  ceux  qui  ont  comme  affixes  des  multiples 
de  p'      '/  i.  et  ainsi  de  suite. 

Or  lf-  points  qui  ont  comme  affixes  des  multiples  dep-i-qi  sont  les 
sommets  de  carrés  de  surface  égale  à  p-^-q2-  On  voit  donc,  par  un  rai- 
sonnemenl  analogue  à  relui  qu'on  a  fait  plus  baut,  que  dans  le  ean 


il  \  .1         — ■  de  ces  point?.  Quand  nn  le?  a  effacés,  il  reste  dans  le  cari  i 

/'■  —  '/ 

a--\-  b- 


{ii--\-b-)[i — )  points. 

Le  raisonnement  se  poursuit  comme  au  n°  71,  et  l'on  trouve 
(a«H-6»)(i 


P*+q*/         p"L+-q' 

pour  le  nombre  cherché. 

Mous  poserons  ce  nombre  égal  à  <\*(a  -+-  bi  |. 

Dans  le  cas  où  le  nombre  a -h  bi  est  premier,  le  nombre  précédent  se 
réduit  à 

//-  —  i. 

-472.  Théorèmes  de  Fermât  et  d'Eiler.  —  La  généralisation  des 
théorèmes  de  Format  et  d'Euler  aux  nombres  imaginaires  est  immédiate. 
Soit  a-hbiun  nombre  quelconque  et  c-\-di  un  nombre  premier  avec 
lui,  l'expression 

(c  +  di)¥a+t>'1  —  t 
est  divisible  pur  a  ■+■  bi. 

Lorsque  a  -+-  bi  est  premier,  ce  théorème  devient  le  suivant  : 

Soit  a  bi  un  nombre  premier,  et  c  -+-  di  un  nombre  non  divisiblt 
par  a  ■+■  bi,  l'expression 


est  divisible  par  a  -+-  bi. 


(c  -+-  di)a' 


ïl'.'i.  Théorème  de  Wilson.  —  a -t- bi  étant  un  nombre  premier,  le 
produit  ths  ,,2 -ir  b2 — i  nombres  mm  divisibles  par  a-\-bi  contenus 
dans  le  carré  (G),  augmenté  de  i.  est  divisible  par  a  -+-  bi. 

Ces  théorèmes  se  démontrent  comme  les  théorèmes  analogues  sur  les 
nombres  entiers  réels. 

Nous  arrêterons  ici  la  théorie  des  entiers  imaginaires  de  la  forme  a-\-  bi. 
Le  lecteur  pourra  chercher  à  étendre  à  ces  nombres  certains  résultats  de 

la  théorie  des  congruences  et  des  restes  quadratiques. 
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Ali.  Application  à  la  restitution  des  congruences.  —  Comme  nous 
I  avons  vu  au  n°  131 ,  si  l'on  se  borne  aux  entiers  réels,  une  congruence  de 
degré  r  peut  avoir  moins  de  r  racines.  Ce  résultat  est  complètement  ana- 
logue à  celui  de  l'Algèbre,  car  une  équation  à  coefficients  réels  de  degré  r 
peut  avoir  moins  de  /•  racines  réelles. 

Mais  l'introduction,  en  Algèbre,  des  nombres  imaginaires  de  la  forme 
a-\-bi  permet  d'énoncer  le  théorème  suivant:  Une  équation  de  degré  r 
a  r  racines. 

Il  n'en  est  pas  de  même  pour  les  congruences.  L'introduction  des 
uombres  entiers  imaginaires  de  la  forme  a  -+-  bi  permet,  il  est  vrai,  d'attri- 
buer des  racines  à  des  congruences  qui  n'en  ont  pas  dans  le  domaine  des 
entiers  réels,  mais  ne  suffit  pas  pour  qu'une  congruence  de  degré  /•  ail 
toujours  /•  racines. 

Exemple.  —  Soit  la  congruence 

x-=  a        (  mod  p), 

a  étant  un  non-reste  de  p. 

Cette  congruence  n'a  pas  de  racine  réelle. 

Je  suppose  «l'abord  que/»  soit  de  la  forme  4A-f-3,  le  nombre  — i  est  un 
non-reste  de  p.  Il  en  résulte  que  le  nombre  — a  est  un  reste. 

Soient  alors  a  et  —  a  les  solutions  de  la  congruence  x-  =  —  a  (mod  p);  la 
congruence  (5)  admet  les  racines  imaginaires  -+-  xi  et  —  ou. 

Mai*  supposons  maintenant  que  p  soit  un  nombre  premier  de  la  forme 
j  h  —  i  :  a  étant   encore  un  non-reste  de/'. 

Dans  ces  conditions,  le  nombre  — a  est  également  un  non-reste,  et  la 
congruence  n'a  aucune  racine.  Supposons,  en  effet,  qu'elle  en  ait  une 
m  —  qi.  On  aurait 

(m-hqi)-=i<z         (mod/?) 
ou 

m  -  —  ' 

Ceci  exige  que 


■ —  q-=  a 

2  nnj  =  o 


ïinqi  =  a         (mod/)). 
(mot!  p). 


La  seconde  condition  donne   m  ~  o  ou  q  =  o.  Mais  si  m  =  o,  la  pie 
mière  condition  donne 

<72  =  —  a        (mod  p), 

si  q  =  o,  la  première  condition  donne 

I  7  i  m-~  a         (mod  p). 

Or  le-  congruences  (6)  ou  (7)  sont  impossibles,  puisque  ni  a.  ni — a 
ne  sont  restes  du  nombre  />. 

IT.'I.   On  <  -t  alors  conduit  à  introduire  d'autres  entiers  que  ceux  de  la 
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forme  a  --  bi.  D'une  façon  générale,  *"it 

/(* 

une  équation  irréductible  de  degré  //>.  Elle  définit  m  nombres  algébriques 
réels  "H  imaginaires,  les  nombres  réels  a'étanl  autres  que  ceux  définis 
au  n"  240. 

Si  le  premier  coefficient  de  f(x)  est  égal  à  r,  ces  nombres  algébriques 
-"ut  <\\\-  entiers. 

Il  esl  facile  de  voir  que  a  étanl  un  nombre  algébrique  entier,  il  en  esl 
de  même  «Ire/    -  h  y .  a  el  l>  étant  îles  entiers  réels 

Mais  la  théorie  de  ces  entiers  ne  peul  pas,  en  général,  se  faire  aussi 
simplement  que  celle  des  entiers  imaginaires  de  la  for a  —  bi.  Kn  par- 
ticulier, l'algorithme  du  plus  grand  commun  diviseur  et  ses  conséquences, 
par  exemple  le  théorème  qu'un  nombre  n'est  décomposable  que  d'une 
seule  façon  en  facteurs  premiers,  ne  s'appliquent  pas  immédiatement. 

Exemple.  —  Soit  un  nombre  a  =  isj't  défini  par  la  condition 

x--+-  5  =  o. 


On  a 


3.;  =  (14-  2  i </Z)  (  1  —  2  i/5), 


et   cependant  il    e«t    facile  de  constater  que  les    nombres  3.  7,   1- 
et   1  —  ii\/5  sont    premiers,  c'est-à-dire  n'admettent   aucun   facteur  de  la 
forme  a  -4-  bi\/'<.  diffèrent  d'eux-mêmes  ou  d'eux-  mêmes  changés  «le  signe 
ou  de  ±1.  On  a  donc  ainsi  deux  produits  de  facteurs  premiers  qui  sont 
égaux  sans  être  ident iques. 

47G.  Si  l'on  se  borne   aux    nombres   entiers  quadratiques  imaginaires, 
,  V-t-à-dire  à  ceux  définis  par  une  équation  du  second  degré 

—  <i  =  o, 

où   \<f  — />"-  est  positif,  "M  démontre  les  résultats  suivants  : 
Pour  que  ces  nombres  donnent  naissance  à  un  algorithme  analogue  à  celui 

de  la  division  et,  par  suite,  à  l'algorithme  du  plus  grand  commun  diviseur, 

il  faut  et  il  suffit  que  la  quantité  \q — pl  soit  plus  petite  que  12. 
On  peul  d'ailleurs,  par  une  transformation  simple,  supposer  p  égal  à  0 

h  11  1 ,  de  sorte  que  les  nombres  qui  satisfont  à  la  condition  précédente  sont 

donnés  par  l'une  des  équal  i"ii^ 


T-->r-\  =  o,     ar2-)-2  =  o,     x*-{-x-{-  1  =0, 


O,       T2-t-X-\-'5  =0. 


S  nient  k  et  P  les  deux  racines  <  l'une  de  ces  équations  a?*-    px  •+-  q  =  o. 
L'ensemble  des  nombres  a      ôa,  où  a  et  b  parcourent  toutes  les  valeurs 
entières  réelles  possibles,  est  identique  à  celui  «le-  nombres  a       ftp. 
I.  -  deux  nombres  a •+■  ba.  et  a -t-  b 3  sont  dits  conjugués. 


SUR    LES    NOMBRES    ENTIERS    IMAGINAIRES.  Mj~ 

La  norme  du  nombre  a  -+-  b%  est  le  nombre  a-  —  pab-\-qb-. 
Une  unité  est  un  nombre  dont  la  norme  est  égale  à  i. 
Pour  les  nombres  définis  par  les  équations 

.r-  -i-  -2  =  o,  x-  -+-  x  -+-  '2  =  o.  x2  -+-  x  ■+•  3  =  o, 

il  y  a  deux  unités. 
Pour  les  h bres  définis  par  l'équation 

'  '--M  =  o, 
il  y  en  a  quatre. 

Pour  les  nombres  défini-  par  L'équation 

X2-h  X  -i-  I  =  O, 

il  \  en  a  six. 

Le  lecteur  pourra  poursuivre  la  théorie  <1>'  ces  nombres  entiers  complè- 
tement analogue  à  celle  des  nombres  entiers  de  la  forme  a  -+-  bî. 

477.  Pour  ce  qui  est  des  nombres  algébriques  en  général,  nous  avons 
dit  que  les  lois  fondamentales  de  la  divisibilité  et  de  la  décomposition  en 
facteurs  premiers  des  nombres  réels  ne  s'y  appliquaient  pas  immédiatement. 

Cependant,  Ruminer  est  parvenu  à  leur  appliquer  ces  lois,  et  à  rendre, 
par  conséquent,  leur  théorie  analogue  à  celle  des  entiers  réels,  par  l'intro- 
duction de  nouveaux  nombres  dits  idéaux;  mais  nous  n'entrerons  pas 
dans  la  théorie  de  ces  nombres  ('). 


(')  Dedekind,  Sur  la  théorie  des  nombres  entiers  algébriques  (Bulletin  des 
Sciences  mathématiques,  i™  série,  t.  XI,  cl  i'  série,  t.  I),  et  Supplément  \l 
aux  Vorlesungen  iïber  Zahlentheorie  de  Lejeune-Dirichlet,  4"  édition;  Braun- 
schweig,  1894. 
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TABLES. 


Ces  quatre  Tables  sonl  extraites  de  la  Théorie  des  congruences 
de  Tcheb\ sehefF. 

La  disposition  des  Tables  I,  III  et  1\  n'a  besoin  d'aucune 
explication. 

Dans  la  Table  II,  à  chaque  nombre  premier  correspondent 
deux  petites  Tables,  la  première  marquée  I  donnant  l'indice  d'un 
nombre  connaissant  ce  nombre,  la  seconde  marquée  N  donnant 
le  nombre  connaissant  l'indice.  Leur  disposition  est  analogue  à 
celle  des  Tables  de  logarithmes. 
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7  '"" 

8089 

8447 

6659 

8og3 

846i 

8819 

6661 

77'7 

8101 

8467 

8821 

66  ;3 

7  1" 

77  '!  3 

8m 

85oi 

883 1 

6679 

7001 

7Î'7 

77  -7 

8117 

s-,,  ; 

8837 

6689 

7oi3 

7433 

::'.< 

8123 

883g 

6691 

7019 

7i>' 

8i47 

"""7 

884g 

6701 

71  ■'•: 

77  ">7 

8l6l 

8537 

745g 

8167 

853g 

6709 

7043 

7177 

7789 

817. 

8543 

8867 

6719 

7o57 

748" 

3l79 

8563 

8887 

7487 

7S|7 

8191 

8573 

8893 

6737 

7°79 

7489 

7^  '•> 

8209 

858 1 

8923 

-  io3 

7499 

7829 

8219 

85g7 

892g 

7109 

7"'"7 

7«4» 

s,  ,, 

8933 

7,  M 

:■'"  7 

7853 

823  I 

860g 

•Vi- 

6781 

7127 

7'"; 

8233 

7529 

7873 

s,;: 

8627 

7  '  " 

7537 

7-7- 

7'""' 

7M1 

7879 

8641 

7  '  77 

7''Î7 

8647 

7549 

7 

8273 

8663 

01  • 

7i93 

79°7 

9007 

7 '"7 

7  ''" 

7'"'» 

8291 

B677 

901 1 

••- 


,  I 


TABLE  I. 
Table  des  nombres  premiers  de  i  à  ioooo  (  ^ n 1 1 •  ». 


i,  !o3 

9901 

974^ 

9907 

9041 

9a  '1 

,,',...; 

955 1 

9749 

,,,,.; 

,,.',  ; 

.,',.:; 

"  ,ST 

9767 

9049 

9419 

9 

9769 

,,.',. 

•i'r' 

96i3 

978. 

994i 

943i 

9 

9787 

9277 

9433 

962  ■ 

9791 

gio3 

9281 

943? 

9629 

9109 

943g 

9631 

<|Nl  1 

9293 

9461 

9643 

9817 

gi33 

93n 

9463 

9649 

9829 

,,,  > 

93ig 

'iV'T 

9661 

98  13 

.,!'.! 

.,:;■; 

'.il7:i 

9677 

91  '1 

g33"3 

'MT'.i 

9679 

985j 

9161 

9341 

'tV.»i 

968  , 

9857 

9'73 

9343 

9497 

9697 

9181 

9349 

95n 

9719 

9871 

9187 

937i 

9«99 

'i1:: 

95  13 

9887 

RAC 
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TABLE  II. 
Table  des  racines  primitives  el  des  indices  pour  les  nombres  premiers  de  i  à  200. 


Nombre  premier  3.  —  Racine  primitive  2.  —  Base  2. 

I.  N. 


N. 

1 
11 

2 

1 

l. 

1 

— 

Nombre  premier  5-  —  Racines  primitives  2,  3.  —  Base  2. 

I.  N. 


N. 

1 
0 

1 

3 
3 

4  | 

0 

1  L 

0 

1  2 

2  1  '' 

3 

1 

1 

Nombre  premier  7.  —  Racines  primitives  3,  5.  —  Base  3. 

I.  N. 


N. 

1 

2 

3 

1 

4 
4 

5 

5 

6 

3 

1 

I. 

0 
1 

1 
3 

2 

3  1  4  1  5 

(i  1   4  1  5 

Nombre  premier  11.  —  Racines  primitives  2,  G,  7,  8.  —  Base  2. 

I.  N. 


V 

0 

1 

3 

s 

1 

4    9    7 

s 
3 

9 
6 

m 

;") 

I. 

012345 

6    7  '  "  1  9 

,    2    4    8|  5|io 

9    7    3|  6 

Nombre  premier  13.  —  Racines  primitives  2,  0,  7,  11.  —  Base  6. 
I.  N. 


N. 

0 

1 

2 

3 

i 

'1 

G 

7 

8 

9 

1. 

0 

i|2 

3 

1 

5 

(i 

7 

8 

'i 

1 

• 

1 1 
1  1 

5 
6 

s 

1  n 

9 

1 

; 

3 

4 

1 

1 

4 

s 

9 

2 

1  » 

7 

3 

5 

Nombre  premier  17.  —  Racines  primitives  3.  5,  G,  7,  10,  II.  12,  14.—  Base  10. 
I.  V 


,\. 

0 

, 

1 

; 

1 

5 

ii 

7 

s 

9 

I. 

0 

1 

2 

3 

i 

5 

"   : 

s 

9 

— 

— 

« 

' 

0 

1  1 

1  II 
1  > 

1 1 

1 2 

3 

i 

8 

9 

''1 

ii 

1 

1 
2 

lu 

3 

1 5 

|'i 

i 
8 

6 

1  ■ 

[6 

7 

Nombre  premier  19.  —  Racines  primitives  2,  3,  10,  13,  14,  15.  —  Base  10. 

I.  N. 


N. 
1 

n 

1 

1 
n 

1  - 

; 
i3 

'1 

ii. 
1 1 

5 

7 

6 

1 

M 

: 
1  ■ 

s 
1.) 

1  n 

I. 

1 

0    1 

.1.0 

9/4 

2 

1 
7 

; 

i 

5 

3 

s 

6 

1 1 

i 

i 

s 
■7 

•  s1 

;-,; 


I  Mil  I      II. 


Nombre  premier  23.  —  R  \  ines  primitives  5,  7.  10,  II.  I  i.  15,  17.  19, 

Base  in. 

I  \. 


V 

0      1 

■ 

3 

i 

i 

<> 

7 

- 

9 

I. 

0 

i 

► 

3    \ 

5 

6 

. 

9 

— 

— 

0 

s 

16 

!  5 

i. 

■  i 

■< 

i 

i  0 

8 

i  i  i8 

IQ 

6 

■  i 

• 

JO 

1 

.    .; 

'. 

i  ' 

7 

i  ; 

ICI 

'7 

i 

5 

i 

t6 

[3 

i5  i  a 

."■ 

', 

•- 

q 

■  i 

!   1 

■i 

7 

i 

Nombre  premier  29.       Racines  primitives  2,  3,  s,  10,  11,  14,  15,  18,  19,  21 
26  27.  -  Base  10. 


!7|  9   3 


Nombre  premier  31. 
I. 


l;  \<  i\i:s  primitives  :!.  II.  12,  I::.   17.  21,  ! 
Base  17. 

V 


V 

0 

i 

o 

3 

i 

r> 

6 

7 

8 

9 

— 

0 

,a 

i  ; 

A 

i5 

\ 

6 

I 

2 

". 

7 

[6 

3 

iS 

i 

s 

2 

'i 

1  - 

1 1 

•  i 

•9 

10 

i 

'i 

'7 

6 

i  i 

1. 

h 

i 

! 

3 

i 

i 

7 

8 

9 

■^— 

0 

[ 

n 

,0 

i5 

- 

s 

, 

18 

i 

M 

• 

3 

!0 

!o 

1  1 

•  i 

16 

5 

«9 

i  1 

1 

6 

9 

■  s 

1 1 

Nombre  premier  37.   -  Racines  primitives  2,  5,  13,  15,  17,  18,  19,  20,  22,*24, 

32,  35.  —  Base  .",. 

I.  V 


\ 

II 

] 

2 

3 

1 

5 

fi 

7 

8 

'1 

1. 

0 

, 

2 

3 

'. 

5 

6 

7 

s 

9 

— 

— 

0 

i  i 

■'■'i 

>  > 

1 

'i 

28 

33 

■ 

3 

i5 

■4 

33 

'" 

, , 

,S 

,>, 

1 

1  ' 

6 

.,, 

1  ; 

3 

g 

5 

7 

1 

'M, 

■ 

m 

i3 

«8 

!q 

m 

1  1 

2 

23 

.., 

'7 

•  1 

.;, 

■ 

•i 

3o 

'', 

i5 

2 

1   ! 

•3 

1 

!0 

■' 

'<! 

1 1 

h 

3 

III 

'7 

19 

i 

16 

29 

18 

; 

" 

•1 

9 

8 

3 

1    i 

Nombre  premier  41.   —   Racines  primitives  6,  7,  II,   12,  13,  15,  17.  19,  22. 

24,  26,  28,  29,  30,  34,  35.  -  Base  (i. 

I.  N. 


V 

" 

1 

! 

; 

'. 

i 

6 

7 

8 

9 

— 

- 

1  "1 

1  • 

.  . 

1 

. 

18 

3o 

I 

s 

; 

! 

ii 

■  ' 

•1 

.i. 

'i 

. 

'■ï 

N 

•■ 

!<j 

i3 

'7 

1 

1 1 

- 

3 

•  ; 

28 

lu 

18 

"1 

■  1 

3  i 

6 

\ 

.,, 

I. 

, 

• 

3 

1 

5 

i. 

7 

s 

■i 

—~ 

6 

36 

1 1 

' 

Iq 

•<i 

,. 

„ 

1 

■s 

! 

■  1 

2 1 

1 

18 

33 

2 

■ 

ii. 

-'. 

■ 

1  • 

11 

'■> 

9 

[3 

;; 

'7 

.1 . 

18 

i3 

8 

7 
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Nombre  premier  43.  —  Racines  primitives  3,  5,  12,  18,  19,  20,  26 

13,  34.  -  Base  28. 

I.  V 


N 

0 

1 

• 

1 

'1 

"> 

6 

7 

s 

'i 

1. 

■  i 

1 

■ 

3 

\ 

j 

6 

- 

8 

9 

— 

— 

0 

iq 

'7 

16 

5 

'i 

à 

!  ; 

H 

1 

,s 

in 

|    | 

'4 

5 

1 1 

7 

<'. 

'7 

i 

■> 

6 

1  1 

io 

i 

■  >  , 

..,) 

■  1 

29 

1 

1 1 

I  2 

■  i 

;i 

II 

i«. 

■7 

.1 

i- 

3o 

2 

i> 

'1 

; 

!0 

s 

1  n 

S 

1 

>5 

2 

r 

1  > 

:;:s 

21 

"i 

:;s 

16 

"i 

3 

"1 

n 

!  ; 

t3 

1  . 

.., 

t5 

3 

iii 

18 

3i 

8 

'1 

> 

4 

■i, 

r 

2 



18 

[S 

4 

i.i 

20 

Nombre  premier  47.  —  Racines  primitives  5,  10,  il,  13,  15,  19,  20,  22, 
23,  26,  29,  30,    11,  33,    15,  38,  39,  40,  41,  43,  44,  45.  —  Base  10. 


N. 

11 

1 

2 

3 

i 

5 

6 

7 

8 

9 

n 

:;., 

[8 

'i 

1- 

2 

18 

'.'. 

36 

1 

1 

•- 

3 

i8 

r 

>n 

■i: 

2 

3i 

m 

1 1 

3q 

16 

14 

33 

8 

'1 

i> 

3 

iq 

1 

1  ■ 

1  ' 

16 

q 

1 

•i 

.3 

21 

4 

1  1 

i5 

lo 

i' 

i 

I. 

0 

1 

2 

4 

5 

6 

7 

8 

9 

^— 

1 

m 

6 

1  > 

36 

3i 

18 

v> 

35 

1 

•  1 

.i  ! 

18 

4 

fO 

'i 

0 

.;,, 

18 

>l 

i" 

;: 

î< 

34 

1 1 

t6 

19 

3 

■i 

1     ' 

S 

1  1 

'i 

f3 

- 

4 

'r 

14 

'7 

•■>.) 

8 

■ 

Nombre  premier  53.  —  Racines  primitives  2,  3,  5,  8,  12,  14.  18,  19,  20,  21, 
22,  26,  27,  31,  32,  33,  34,  35,  39,  41,  45,  iv  50,  51.  -  Base  26. 


V 


N. 

■  i 

1 

2 

; 

i 

6 

7 

s 

9 

I. 

0 

1 

■ 

3 

1 

5 

«i 

7 

8 

9 

n 

25 

q 

5o 

11 

'■'i 

•3 

|S 

, 

■i, 

4o 

m 

r 

1 2 

1- 

1 

i 

i" 

7 

18 

1 1 

r 

18 

i' 

il 

I 

■  > 

<4 

16 

:-is 

34 

9 

■> 

r 

"1 

3q 

! 

10 

1 

1- 

11, 

i. 

2 

',• 

' 

H 

1  - 

2 

.2 

'7 

1 .1 

3 

■  1 

1  > 

17 

16 

>4 

'1 

3 

i'- 

b 

i' 

b 

bo 

18 

Iq 

7 

4 

1 

33 

.:„ 

w 

iq 

1  j 

s 

5 

i 

1  1 

"1 

'7 

t8 

11 

1  1 

M 

[b 

V' 

.1 

15 

-, 

5 

4 

,, 

Nombre  premier  59.  —  Racines  primitives  -2,  6,  8,  10,  11.  13,  I  '1.  18,  23,  24, 
19,  10,  42,  13,  44,  47,  50,  52,  54,  55,  57.  -  Base  10. 


V 

1 

2 

3 

i 

1 

». 

7 

8 

9 

0 

;■ 

30 

''- 

M 

1  - 

6 

1 

1 

.5 

'i 

1  1 

'.' 

'1 

li 

>    ' 

0 

... 

.s 

1  ■ 

n 

iq 

J8 

16 

1 

3 

13 

:i 

"' 

i- 

»5 

ï 

' 

i" 

■  ■ 

,. 

16 

lo 

5 

i5 

18 

', 

•1 

; 

54 

!g 

N. 


I. 

1 

2 

1 

- 
1 

6 

7 

s 

9 



1 

i> 

"1 

•1 

'i 

1  ' 

la 

1 

■"> 

'i 

!■> 

!'■ 

1  - 

18 

8 

•  1 

33 

•> 

, 

■  1 

H. 

12 

1 

■  n 

■,s 

3 

19 

|S 

5 

11. 

>8 

ii 

34 

4 

1  1 

17 

r6 

i' 

- 

1  1 

M 

38 

•i 

5 

i 

,'■ 

17 

5  "3 

39 

6 
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Nombre  premier  61.  —  Racines  primitives  2,  G,  7.  10,  17,  18,  2G,  30,  31. 

35,  43,  44,  51,  54,  55,  59.  —  Base  10. 

1. 

N. 

V 

1 1 

1 

> 

3 

i 

1 

6 

/ 

s 

9 

I. 

•  1 

,     ■ 

i 

7|  « 

■i 

— 

— 

0 

\i 

r 

34 

>4 

-, 

■; 

M 

'i 

1 

i 

.1,  ,i. 

1 

1 

,', 

10 

1 

8 

n 

1  I 

1 

1  1 

18  58 

.1 

1 

,..   1  ■ 

5g  ',i 

44 

•> 

5 

3q 

, 

i 

6 

•" 

i5 

■> 

1  ; 

8  iq 

- 

'i 

•*»  16 

■  i 

; 

>- 

36 

•" 

«1 

• 

3 

60 

M 

"■- 

'. 

i" 

34 

15 

1 

.s 

i 

il 

"i 

■  (, 

r 

5o 

'.'• 

1 

r 

13 

! 

io 

56 

1  1 

h 

■ 

» 

.) 

1  > 

:;, 

M 

1 1 

53 

14 

i 

1  ■ 

'7 

5 

|8 

53 

r 

54 

1  ! 

.'•■• 

1  > 

36 

h 

.m 

Nombre  premier  67.  —  Racines  primitives  2,  7.  11.  L2,  13,  18,  20,  28,  31, 

k  il.  14,  16,  18,  50,  51,  57,  61,  63.  -  Base  12. 

1. 

N. 

V 

0 

I 

•' 

3 

i 

"1 

6 

8 

9 

I. 

1  1  2 

."'« 

• 
1 

'» 

i. 

: 

s 

•1 

— 

— 

0 

2fl 

m 

58 

;, 

7 

■•  1 

18 

1  ■■  m 

53 

! 

6, 

62 

7 

'" 

1 

in 

1 

36 

J8 

10 

s 

r 

.1, 

i 

16 

■>' 

M 

•  •  ■  1 

M 

'i 

i' 

2 

11 

1', 

', 

20 

.;., 

1  ■ 

>  ! 

a 

65 

■11 

2 

! 

s   .,, 

1 

•  ■ 

m 

In     ,1, 

■ 

3 

1 1 

\'i 

1  ; 

i 

'■" 

i6 

10 

3a 

3 

:'l 

66 

55 

>- 

■4 

', 

5 

1 

60 

"1 

i> 

i,.; 

•- 

iq 

64 

bq 

'4 

'. 

60 

;, 

<- 

'1  ' 

|8 

■  5 

i" 

i 

'.' 

'7 

.; 

,., 

34 

.s 

::. 

)i 

►4 

5 

,6 

11 

5q 

38 

•1 

'. 

i8 

i) 

r 

> 

" 

r 

1,. 

6 

' 

"P 

'>" 

'l7 

18 

Nombre  premier  71.  —  Racines  primitives  7.  Il,  13,  21,  22,28,  31,  33.  35, 

42,  44,  47,  52,  53,  55,  56,  59,  01.  62,  63,  65,  67,  68,  (il).  -  Base  62. 

1. 

N. 

V 

■  > 

1 

2 

3 

i 

■ 

6 

7 

8 

'i 

I. 

0 

ils 

3 

4 

5 

ii 

'» 

0 

18 

[8 

ï'i 

>4 

6 

33 

34 

36 

, 

62 

ro 

'M 

(. 

1-   l„, 

18 

1 

a 

i' 

64 

■>- 

•' 

;.- 

■■Î 

■  1 

18 

1 

l  1 

<>- 

16 

h 

) 

[6 

ji  1 

i2 

1 1 

; 

14 

> 

>i 

3i 

1 

i8 

i5 

9 

i 

> 

la 

■4 

16 

'"i 

,s 

■  1 

38 

• . 

5q 

3 

'M 

m 

6i 

65 

'r 

1  2 

.,, 

'r 

3 

;- 

1 5 

- 

v 

70 

9 

6! 

"i 

'.' 

4 

l« 

lQ 

'11 

ni 

,. , 

63 

r 

66 

4 

»8 

1 1 

i; 

"i 

3 1  |,i 

66 

.5 

ii, 

■  1 

3 

-, 

V' 

'" 

i,- 

IQ 

5 

15 

m  .; 

6(j 

- 

i' 

•- 

53 

6 

8 

•: 

1 

68 

r 

IM 

1 1 

■  ; 

(i 

m, 

1' 

1   ' 

M 

fel 

! i 

63 

7 

1 

1 
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Nombre  premier  73.  —  Racines  primitives  5,  11,  13,  14,  15,  20,  26,  28,  29, 
31,  33,  34,  39,  10,  42,  14,  15,  47,  53,  58,  59,  60,  62,  68.—  Base  5. 


i. 

N. 

V 

0     I 

" 

3 

i 

' 

6 

7 

S 

9 

I. 

0 

i 

.', 

i 

5 

6 

7 

s 

9 

0 

s 

6 

r6 

i 

<4 

13 

'i 

,  , 

i 

'> 

'  ■ 

>  2 

4. 

5q 

3 

1 5 

■ 

n, 

1 

M    '  l 

!   • 

H, 

ï' 

~ 

■  ! 

■  i 

,, 

ba 

i 

,,, 

3i 

m 

l> 

b 

M, 

4 

■•o 

■- 

(i, 

2 

'7 

h 

i,; 

i« 

3o 

"7 

18 

49 

1  i 

a 

i8 

'7 

i  • 

60 

8 

r 

54 

5i 

36 

■>\ 

3 

i  > 

1 1 

ï" 

bi 

•'i 

;i 

>8 

b4 

7" 

0 

•i 

'." 

ni 

1 

"i 

"' 

68 

48 

•i 

i 

■•) 

i 

i: 

'i 

7' 

i.; 

•>l 

.;, 

38 

i,i, 

4 

',  ■ 

■  '. 

70 

- 

.,.; 

'3 

r 

64 

18 
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Nombre  premier  103.  —  Racines  primitives  5,  6,  11,  12,  20,  21,  35,  îU,  î.'î,  i4,  15, 
53,  54,  62,  65,  67,  70,  71,  74,  75,  77,  78,  84,  85,  86,  87,  88,  96,  99,   101.  —  Base  G. 
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Nombre  premier  107.  —    Racines  primitives   2,  5,  6,  7.  8,  15,  17.   18,  '20,  21,  22,  24,  26, 
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77.  7s.  80,  82,  si.  ss.  91,  93,  94,  95,  96,  97.  us,   lu::,  loi.  -  Base  63. 
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Nombre  premier  109.  -  Racines  primitives  6,  10,  II.  13,  14,  18,  24,  30,  37,  39,  10,  12,  14, 
47,  50,  51,  58,  59,  62,  65,  67,  69,  70,  72.  :  »,  35,  91,  95,  96,  98,  99,  103.  — 

Base  10. 
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Nombre  premier  113.  —  Racines  primitives  3,  5,  6,  10,  12,  17,  19,  20,  21,  23,  24,  27,  29, 

33,  34,  37,  38,  39,   13,   15,   16,  17.  54,  55,  58,  59,  66,  67,  us.  71t.  7  i.  75,  76,  79,  su.  84,  su. 
89,  90,  92,  93,  '.'i.  96,  100,  103,  107.  108.  110.  -  Base  10. 
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Nombre  premier  127.  —  Racines  primitives.  -  3,  G,  7,  12,  14,  23,  29,  39,   13,  15,  16,  48, 

53,  55,  56,  57,  58,  65,  67,  78,  83,  85,  86,  9i,  92,  93,  96,  97,  101,   106,   109,    110,  112,  114, 

116,  118.  —  Base  109. 
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Nombre  premier  131.  —  Racines  primitives  2,  6,  8,  10,  14,  17,  22,  23,  26,  29,  30,  31,  37, 

40,  50,  54,  56,  .".7,  66,  07,  72,  76,  82,  83,  85,  87,  88,  90,  93,  95,  96,  97,  98,  L03,  L04,  106, 

110,  11!,  115,  116,  L18,  119,  120,  122,  124,  126,  127,  128.  -  Base  10. 
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Nombre  premier  437.  -  Racines  primitives  8,  5, 1 
33,  3:,.  10,  12,  13,  15,  16,  17,  18,  51,  52,  53,  54,  55, 

8-2,  g  ..,.  ..ii,.  91,  9?,  94,  95,  97,  102,   in',.  Inc.  lus.  lin.  111,  113,  lli.  lin. 

117.  124,  125,  131,  132,  134.       Base  II 
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Nombre  premier  139.  -  Rai  ines  primitives  2,  3,  12,  15,  17.  18,  1!'.  21,  22,  26,  32,  10,  50, 
53,  56,  58,  61,  68,  70,  72,  7;;.  85,  88,  90,  92,  93,  98,  101,  102,  L04,  108,  109,  110,  111,  114. 
115,  119,  123,  126,  128,  130,  132,  134,  135.        Base  92. 
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Nombre  premier  149.  -  Racines  primitives  2,  3,  8,  10,  11,  12,  13,  14,  15,   18,  21, 
32,  34,  38,  40,  41,  13,  18,  50,  51,  52,  55,  56,  .".7,  58,  59,  60,  62,  65,  66,  70,  71,   72,  74,  7.".. 
77.  78,  79,  83,  84,  87,  80,  on.  0!,  92,  93,  94,  97,  98,  99,   101,  106,  108,   109,   111,   115,   117, 
122.  126,  128,  131,  131,  135,  136,  137,  138,  139,  141,  140,  147.  -  Base  10. 
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Nombre  premier  151.  —  Racines  primitives  fi.  7,  12.  13,  14,  15,  30,  35,  18,  51,  52,  54,  56, 
61,  63,  71,  77,  82,  89,  93,  96,  102,  104,  106,  108,  109,  lll,  112,  114,  115,  117,  120,  126,  129 
130,  133,  134,  140,  141,  146.  —  Base  114. 
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Nombre  premier  157.  —  Racines  primitives  5,  6,  15,  18,  20,  21,  24,  13,  53,  55, 

60,  61,  62,  63,  i,i,,  69,  70,  72,  7.;.  7'..  77.  80,  83,  84,  85,  87,  88,  91,  94,  95,  96,  '.'7.  102,  104, 
114,  119,  123,  131,  133,  130,  137.  139,  142,  151,  152.  -  Base  139. 
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Nombre  premier  163.  -  Racines  primitives  2,  3,  7,  11,  12,  18,  19,  20,  29,  32,  12,  14,  15, 
50,  5'2,  63,  66,  67,  68,  70,  72,  7:1,  75,  76,  79,  80,  82,  89,  92,  94,  101,  103,  106,  107,  108, 
109,  112,  114,  116,  117.  120,  122,  124,  128,  129,  130,  137,  139,  147,  148,  149,  153,  154,  159. 
—  Base  70. 
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Nombre  premier  167.  —  Racines  primitives  5,  lu.  13,  15,  17,  20,  23,  26,  30,  34,  35,  37,  39, 
40,  il.  13,  15,  16,  51,  52,  53,  55,  59,  60,  67,  68,  69,  Tu.  71.  T.;.  74,  78,  Tu,  80,  82,  83,  86, 
90,  91,  92,  95,  lui.  102,  lu.!,  lui,  lu:,,  lue,,  lui»,  MO,  111,  L13,  HT,  Ils.  119,  120,  123,  125, 
129.  131,  134,  135,  136,  138,  139,  140,  142,  143,  145,  l 'ni.  lis.  149,  151,  153,  155,  156,  158, 
159,  160,  101,  163,  164,  165.  -  Base  lu. 
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Nombre  premier  173.  —  Racines  primitives  -2.  3,  5,  T,  8,  11,  12,  IT.  18,  19,  20,  -26,  27,  28, 
30,  3-2.  39,  i;'.  ii.  15,  16,  18,  50,  53,  58,  59,  61,  62,  63,  65,  66,  us.  69,  70,  71,  72,  74,  75, 
96,79,  8-2,  86,  87,  91,  94,  UT.  98,  99,  101,  102,  103,  104,  105,  107,  108,  I  lu,  111.  112,  114, 
115,  120,  123,  125,  127,  128,  129,  131,  134,  141,  143,  145,  146,  147,  153,  151,  155.  156,  161, 
162,  165,  166,  168,  170,  171.  -  Base  91. 
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Nombre  premier  179.       Racines  primitives  2,6,7,8,  10,  11,  18,21.23,24,26 
18,  10,  il.  14,  50,  53,  54,  55,  58,  62,  63,  69,  71,  72,   : 
91,  92,  94,  96,  97,  98,  99,    102,  In.;.   In',.  105,  109,  111.  112,  II:;.   Ili.   II"..  Ils.  119,  120, 
122,  123,  127,  128,  130,  131,  132,  1:::!.  134,  136,  137,  Mil,  I  i:i.  148,  150,  152,  154,   157,   159, 
160,  L62,  163,  164,  165,  166,  167,   170,  174,  17."..  176.  —  Base  In. 
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Nombre  premier  183.  —  Racines  primitives  5,  10.  15,  17,  19,  22,  26,  30,  34,  37,  3s  il),  41, 
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159.  163,  107.  171,  174.  176,  17s.  183,  188.  —  Base  10. 
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Nombre  premier  197.  —   Racines  primitives  2,  ...  5,  8,  11,  12,  1::.  17,  18,  21,  27,  30,  31, 
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185,  186,  189,  I'.mi.  192,  195,  197.       Base  127. 
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'::•  '79i   ,s'-  ,s7<  ;,X|>-   ">''■  "'7-   ll3>   '"7-   ;""   ;  ■'.- 


34o^    -1,  g,   11,   11,  3i,  37,  3g,  i3,  47,  4g,  57,  67,  6g,  71,  73,  7g,  81, 
83,  87,  8g,  gi,  97,  gg,   ioi,  io3,  n3,  121,  i23,  127,  i3i, 
[3g,  1  (g,  [5g,  ioi,  i6g,  17 .1.  177.  [83,  [8g,  [g3,  197,  1; 
■m.    !2o,   12g,   'h,  •  ;;.   ''17.  263,   '77.    17g,    ioi,  187,    igg, 

.i  1 1 ,  .il  .i .  317,    I  !  1 .  3  ,_ .  333,  ■  '■'•-. 


"p  11-        '•    ;-    '■  9i    1  '•    '7-    "i-  '''■    '"■  ;7-  i».   i''-   i7'  i9. 

5i,  »7,  61,  6g,  7  ..  77.  7',.  81, 85,  89,  91,  .,;.  d5,  1,7.  ro3,  1  1  1  . 

il),    [21,  123,    1  '  p  .    1   '7.    1  3  1  .   1   '  '.    1  i  1  .   1  '|  ;.    1  i  '.    1  17.    1  'ni,   1  5  '•. 

[55,  1  '7.  [63,  167,  i6g,  171.  17g,  i83,  (85,  mi.   îo5, 

■  i  ■ .   ■  ■- .    i3i,       ■ .   '  i , .   ■  i'i.   ■  i  i.     !  6  1 .  ■■- 1 .  '7  i .  277  . 

179,   181,  i85,   i8g,   igi,  3o5,   log,   lu,  ;  1  i .   I3i,  333,  337. 


i'.s 


'•  7-  '  '•  '  ;-  '7-  "•   i'-  17-   l'i-  (,7-  77'  89>  '"•  ''"' •  1  ' 

11  i .  m  i,  [ig,  1  •  1 ,  1  !  1 .  1  '<- ,  i3g,  1  1  i.  1  ii,  i55,  i'"».  17  p.  1  s  1  . 
[85,  187,  191,  199,  21 5,  221;  223,  ■  î  1 .  ■  >i .  t63,  ■!•  ' .  •'»,.  71. 
■77.  >83,  187,  i8g,   ",i.  ig5,   •'•'.   'M.  ii3,   :i~.   >a5,   129,343. 


1 .  '■ .   '.  7 .  g,  1  .">.  17 .  [g,  ■■  1 .  ■  11,  35,  43,  45,  i'i.   'i . 
p  '. .    '7 .    îg,  63,  69,  7  i.  7  p.  81,  83,  85,  g3,  g5,  '17.  io3,  u ■  >.  iog, 

1  1  ' .  1  M|.  1  •  1 .  1  ■  ' .  1  '7 .  1  'i|.  1  '■  i .  1  I  ' .  1  i  : .  1  '17 .  1  1 1 .  1 

1  "•  7 .  i5g,  [6i,  [63,  169,  171.  [i-S,  171.  177.  1                     -.   '11. 

■  1  p.  ■  1  7.  no,  ■  ■  p.   •  i  i.   »3g,   ']'.  ■•  1  ■  i,  26g, 

■77 .   17g,   1.85,  28g,   ■  < j  1 ,  ig5,  3oi .  3og,  i  1  '.  .i  17  .   '■  h,. 
154. 


'•'•\:       1.    1.  7.  g,   [g,    •'■.    i5,    ig,    ii.   13,   \>.  }3,  \5,  {7,   n,53,   ig, 
7^,  7g,  Ni .  s  i,  8g,  i|'p,  117.   m-.   1  1  1 .  1  1  i .  (2i,  125,  1  •- .  1  î  p. 
ipp.  iip'i,  167,  171.  1711.  i83,  is~.  189,  ioi,  101,  ■"'■ 
■  i  ; .  1 1  i, 
171,  177,  179,  189,  ig3,  ig5    ;"  ;-  to7,3og,  I27,  347,  34g.  ;  >3,  36 1 


FACTEURS    IMPAIRS    DES    PORMES    QUADRATIQUES    ./'     -I>  3g5 


D=   93 

.-     -  i.  17.   ■  '.                i  1,  J7,  ig,  53,  55,  5g,  65,  71,  77.  79,  89,  pi, 
g  1 .  97,    107,    10g,    1 1  >,    1  ■  1 .   1  '7.    [3i,  i33,  1  ''7 ,   i3g,  1  V'-  ioi , 

i5-,   mi,  10g,   1 85 ,   mi,  ig3,  ig7,  igg,   so5, ■•;.    ''7,   ''17. 

3,  25g,  269,  271,  287,  28g,  299,  3<                               149»  353, 

35g,   I61,  665 ,  367. 

94 

4-1,5,  7 ,  9,    m,   i3,   17 .   ig,  z5,  2g,  35,  43,  i  i  ■  fo,  55,  63,  65, 

'■7,  69,  71.  77.  79,  81,  85,  89,  91,  g3,  95,  .,7.  gg,  10  !,  107,  tog, 

tu,  117,  1  K| .  1  m ,  1  ■•.! .  1  !  1 .  i33,  [3g,  1  '1  1 ,  i  1  > ,  [53 ,  i5g,  1  ''.i , 

16g,  171 ,  17.").  177,  17g.  181 ,  i83,  187,  [Qi,  !o3,  209,  mi,   •  1  .. 

tlQ,     !2I,  225,     '  '7  .   2  2g,    23g  .     '  \  1  ,  :>.  \  i  .     !  j  7  .     '  '|i(.     l6l,    l63 ,      '71, 

'7 5,   ,s«i.  2g3,  3oi,  3o3,   m").  117,  3 19,  3a3,  325,  335,  337,  33g, 

■  !|î,  345,  349i  353,  355,  361,370. 

95 

I802    -  i,3,  g,  11,  i3,  27,  33,  37,  3g,  4g,  53,  61,67,  81,  97,  gg,  101, 

io3,  n.7,  111.  ii3,  117,  iii),  1  >  1 .  127,  1  m,  i3g,   i43,  1  '17,  1  '19, 
i5g,  161,  167,  i6g,  17  1,  r83,  igi,  ig3,  igg,  :>"i ,  to3,  217,  223, 

43,  25i,  •..-.    -              ,,  >(,i,  :>(,:;.  m,;,  i.>] , 

3o3,  307,  3nçi,  3n,  3 17,  32 1,  329,  333,  33^,  339,  34g,   •  "  ■  3  '7  • 

35g,   U'i).   I-.'!. 

97 

|V--  4-  1.  7.  g,   (5,   ig,    •'>,   '.">.  33,  3g,  Jg,  5i,  53,  55,  5g,  61,  'il,  65, 

67,  71.  7  ! .  81,  83,  85,  87,  8g,  g3,  ioi,  io5,  1117.  109,  1 1  1 ,  1  1  '> . 

in,  1  >3,  1  '7,  1  sg,  i3i,  i33,   1  ;">.  i3g,  >'|i.  1  p,  )\'<.  i55,  161, 

169,  171.  17''.  17g,  i85,  187,  [g3,  197,  igg,   to5,   '"7.   tu,  ti5, 

221,223,    ''">,'■>,,   ■•3l  ,  235,  2.'!-.     'i,,     • '|  1  .    m.    |63,     '*",.     '71. 

'7''.   '-'.   '8g,   tg3,   !Q7,  3og,  3ii,  3i3,  3ig,  33i,  34i,  343,  345, 

i  17  .  35  1 .  1  •  i .   :  '  . .    iog,   >6i     [67,  371,  375,  377,   18  1 .   :s  i. 

D  =  ioi 

o!\z   4-  r,  3,  5,  7,  g,  1 1 .  i3,  i5,  17.  ai,  t5,  27,  33,  35,  37,  39.  \ 5.  \a, 

5i,  55,  5g,  63,  65,  67,  7"',  -- .  81,  s  ;,  s', .  ,,i.  ,,-,  ,(, ,.  [o3,  [o5, 

m,  117,  [in,  [21,  [20,  1  a-.  [35,  1  ■!-.  i3g,  1  \ 3,  1  \~,  1  5i .  1  VI.  1  17. 

i63,  (65,  107,  i6g,  175,  [77,  181,  is">.  187,  18g,  igi,  [g3,  [q5, 
197.  [99,201,221,  !25,  t3i,  233,  243,   'î">.   'i"-                  263, 

■  -i.'-  .'■! .   •  -'>.   [87,   i8g,   ioi,  tg5,   ■','■  ■'■"'<■   ;i  1  •  >i3,   i  1 5 ,  3  2 1 , 
1,  33i,335,                                   ''.,363,  370.  .75,  38i,385. 

396 


i  m;i.i:  iv. 


TABLE  IV. 

Table  des  formes  linéaires  des  facteurs  impairs  <les  formes  quadratiques  a?' — Ay: 

de  A  =2  à  A  =  ioi. 


A  = 

2 

8* 

•  7" 

3 

i  2  z  4-  i 

.11. 

5 

■  g, 

•'. 

'9- 

6 

■>\z  +1 

,5, 

19, 

23. 

7 

282   1   i,3,  9,  19,  25,  >.-]. 

lu 

\nz  H-  1,  3.  9,  l'i,  27.  3i,  !; .  3g. 

1 1 

J4*  +  1,  5,  7.  9,  1.,.   i5,  35,  37,  3g,  |  î. 

i3 

1.  3,  9,  17.  s3,   •">,   '7.  m,.  35,  i';-  i').  ai. 

«4 

56 z  -+-  1,  1.  9,  11.  i.i,  25,  3i,  '|3.  J5,  '17.  5i,  >5. 

1  j 

602  +  1,  7,  11,  17 ,  V' ,  pi.  53 .  5g. 

J7 

68*   i-i.o,  i3,  ô,  19,21,25,33,35,  i">,  \~ ■  'l'i-  53,55,  59,67. 

l9 

762-1-  1,  3,  5,  g,  i5,  17.  25,  27,  .'m  ,  |"i.  Jg,  5i,  5g,  61,  67,  71,  7!,  -/>. 

21 

s'|  ;  -f-  1.  5,  17,  25,  37,  '|i .  '1 3,  '17 ,  5g,  67,  7g,  83. 

22 

88*  ■  i,  1,  7.  9,  i3,  ai,  a5,  27,  ig,  3g,  }g,  îg,  61, 63,  '.7.  75,  7g, 
Bi,  B5,  87. 

i3 

<)■:-■  1,  7.  9,  11,  i3,  i5,  19.  a5,  2g,  ii,  43,  4g,  5i,  63,  67,  73,  77, 
7g,  81,  83,  85,  i)i . 

.1, 

io4*h-i,  5,  g,  11,  17,  ig,  21,  2.3,  2'..  >.  j  5 .  }g,  55,  5g,  67,  7g,  81, 
83,  85,  87,  g3,  g5,  99,  io3. 

29 

1162-+-  1,  5,  7,  ç).  il,  23,  25,  33,  35,  }5,  Jg,  5i,53,  57,  5g,  63,  65, 
67,  71,  81,  83,  gi,  g3,  io3,  t07,  10g,  1 11,  1 15. 

1202  H    1,7.  1  î.  17.   ig,   '<i-  ■  '•'  ■  }g,  71,  83,  gi,  101,  io3,  107,  u3,  119. 

:i, 

1  i  |  z  [,  3,  >.  9,  11,  i5,  23,  25,  27.  33,  p.  \'.  î'1-  Î9i  55,  69,  7'. 
71 1 ,  81 ,  83 ,  i)i,97,  99 .  1  <  1 1 .  1  og ,  1 13 ,  1 1 5 ,  1 1  g ,  121,  1  i3. 

33 

i.i  <  r  -i-  1,  1-,  25,  !o,  3i,  35,  37,  p,  Jg,  65,  ''7.  83,  91,  g5,  .17.  ioi, 
io3,  i"7 ,  mi,  1  li. 

H 

l36*h    1.  I,   1,9,  11,  i5,  a5.  27,  29,33,37,   i'.  '17.   '19.  55.  61 

8l,  s7  .  s<|.  ')i  .  99,  m.'! ,  107  .  109,  III,  1  1  1  .  1  '  i ,  1  '7,  i3l,  1 33 , 
i35. 

A=    35 

1402  +  1,  g,  i3,  17,  19,  ■"..  ig,  3i,  33,  J3,  5g,  67,  73,  81,  g7,  107 
10g,  mi,  117,  1  •  1 ,  1  i3,  1  '7 .  i3i,  1  3g. 

FACTEURS    IMPAIRS    DES    FORMES    QUADRATIQUES   f2+Av2 


3  97 


A=    37 


38 


'  i 


S8; 


+  i.3.  -.  g,  ii.  ii,  i5.  '7.  33,  p.  '17.  '|'|.  53,63,65,67,71, 
-i.  -1.  --.  81,  s;.  85,  q5,  qo,  ioi,  107,  mi.  121,  r.'.3,  127, 
1  .7.  i3g,  i',t.  i',).  1  17. 


1,9,   11,  i3,   1").  17,23,25,  ig,  3 1 ,  35,  .'17 .  '|i.  5.9 ,  53 ,  69,  7 1 , 
.  81,  83,  99,  io3,  109,  ni,  117,  i2i,  123,  127,  129,  •  I  >. 

1.17.  i3g,  1  '|i .  1  '1 3.  i5i. 


i56^ 


1.    >.  -.    rq,    s3,    i5,  3i,  35,    \  1 ,  iq,  61,  67,  8q,  q5,    107,   u5, 

'-  -.  .       ,        /        t        -  -  *      ^     •  * 

[21,    [J3,    101,    100  .    I  17  .    I  |(|,    IOI,    I   1  ). 


42 


43 


46 


17 


i64-s-t-  1,  5,  g,  21,  23,  ■>."),  3i,  33,  37,  3g,  J3,  }5,  }g,  5i,  3 7,  59,61, 
7'î,  77.  si .  83,  87,  ai,  io3,  io5,  h  17.  n3,  1 13.  119,  121,  1 25, 
127,  i3i,  i33,  1 3g,  i')!,  ij,!,  i55,  i3i|.  [63. 


168; 


+  1,  1 1.  i3,  17,  19,  25,  29,  Ji,  47,  53,  61,  79,  89,  n  17.  n5,  1  •  1. 
1  '- .  i3g,  1  ) 3.  1  Jg,  i5i,  1 55,  137.  167. 


172.Z  -+■  1,  3.  7.  9,  i3,  17.  ni.  21,  i5,  27,  3g,  Ji,  '|i),  5i,53,  55,  3-, 
63,  71,  73,  Si.  ni,  ,,-,  101,  10g,  n5,  117.  11g,  121,  1 2 3 ,  i3i, 
i33,  i'|3,  117.  i3i.  i53,  1 55,  i5g,  i63,  i65,  16g,  171. 


.84- 


+  1,3,  3.  7.  g,  i3.  21,25,  27,  35,  37,  \i,  J5,  ig,  53,  5g,   61,62, 

7 3.  7"i.  7g,  81,  m.'! .  io5,  iog,  111,  121,  123,  1  >5,  1  ii .  i35,  i3g, 
i43,  1 4 7 -  ' 4(i'  l)7'  '""t-  ''''•  ''''»■  17»,  177.  17g,  181,  1 83. 


i88;-t-  1,  g,  11,  i5,  17.  m.  21,  2Î,  25,  3i,  35,  37,  3g,  \<,  {.9,  53,  61, 
65,  67,  81,  87,  89,  >|i,  117.  gg,  k>i.  107,  121,  i23,  1  '7.  [35, 
i3g,  i'|3.  i'|i|,  i.'m,  i53,  167.,  l'il.  i65,  167,  169,  171,  17!,  177. 
179,  187. 


2o4^+  1,  5,  7.  i3,  2,3,  29,  3i,  35,  '1 1 ,  Î7,  {9,  5q,  65,  79,  83,  91,  n3, 
121,  1  ! 3 ,  i3g,  i43,  i33,  1.J7.  i63,  169,  17.!.  17,3,  179,  191,  197, 
[gg,  2o3. 


—  1,  7.  g,  11,  i3.  i3.  17.  i5,  2g,  37,  J3,  17.  Jg,  ~>- .  5g,  i!3,  6g, 
77,  81, 8g,  in.  o3,  95,  97,  gg,  io5,  107,  n3,  u5,  117.  no, 
121,  123,  1 3 1 ,  i35,  1  '1  '! ,  1  '|i| ,  [53,  i55,  [63,  1  6  > .  i6g,  1  -  5,  1  vi . 


187,  n|3 .  i()7 ,  igg,   un.  " i3  .   »o5 . 


+  1,  3,  9,  i3,  17.  19,   i3,  17.  3g,  47,  1g,  5i,  ".7.  67,  6g,  73,  7g, 

8 1 .  s<  1 .    1  "  ! ,    117.    1 3 1 ,  1 3g .   1  '1 1 .    1  '1 7 ,  1  >  1 ,  1  >  ! .  1 1 1  ! .  1 1  h | ,  1 7 1 , 

17!.    1 S 1  .   ig3,    197,  201,  200,   207.   2JI,    "17.   2ig. 


228. 


58 


A  =    5  g 


1 .  7,  25,  ig,  1 1 .  1  !.  In.  53,  55,  5g,  61,  65,  71,  7 ■'>.  85,  8g,  107, 
1  1  ! .  ii5,  1  ■  1 .  1  ii|.  1  '1  !.  i33.  1  "17 ,  i63 .  167,  169,  17 .! .  171.  17g, 
i85,  187,  igg,   io3,   121,  127. 


-.  9,  11,  ig,  21,  ■''.  i5,  !7,33,  17,  '|!.  }g,  57,  61, 63, 
65,  6g,  71,  73.  77.  81,  85,  gg,  101,  io3,  m,  1  n,  1  ig,  i3i,  1 33 , 
\\-,  i3i,  i55,  117.  [61,  160,  167,  16g,  171.  17.").  i83 ,  189,  ig5, 
igg,  2o5,  207,  20g,   ni,  2i3,  221,  225,   >25,  22g,   i3i. 


236- +1.  3.  9,  m,  17.  ai,  i3,  i5,  29,  li,  lg,  '|i.  î;-  i'-  'i7-  'l'i-  "''• 
•  1 .  '7.  '17.  s  1 .  s  ; ,  85 ,  1 1 1 .  '  ,i  1 .  1  '  1  ; .  mi.  mi.  1 1 3 .  1  1 1 .  1  ■  3 . 
i.!i ,  [33,  1  h,  1 J5,  in.  1 53 ,  1  'i.  169,  17g,  iv  1 .  i83,  187,  189, 

1  <  1 1  .   H)  !  .    ni  >.    197,    "i>.   207,    III,    ■  1  3,    m   1 .    !  i,,.    |25,    ■  ■;  .    l3l, 


398 


A 


66 


'•: 


69 


'M 


A=     n/> 


1,  3,  5,  9,  i3,  i5,  ig,  \i,  15,    ,7.    ',  ,.  '.7.  6 

75,  77,  Ôi,  83,  g5,  97,  io3,  107,  iog,  u3,  117.  119,  1  ■■ .  1  ■  '•. 
ia5,  127,  1  li .  1  15,  1  I7,  1  |i.  > '1 7 -  1  i(i-  ''">  io3,  167,  169,  171 . 
17.,.  187,  ig5,  197,  igg,  20  I,  ao5,  117,  219,  a  li,  235, 

■ 


.•'|S;  ■+-  i,  9,   l3,   l5,    19,  21,  23,  17,  4')    H-    "•    '  '•    '  '• 

'„,.  6i .  67 .  77.  79,  81, 85,  97,   io3,   u3,   117.   119,   i2i,  127, 
i2o,  i3j  .  1  ta,  1  1 5,  i5i,  i63,  167,  169,  171 .  181,  187,  189,    ig3, 

[q5,  197,    [Qg,    107,     •  1  1  .    ■  1  ..    m  1.    tig,  223, 

235,  28g,  247. 


■I»,  s 


+  i,  7,  g,  2g,  33,  :;:.   ',7.  Jg,  5i,  "7.  61,6  -  ,.  81, 

83,g3,g7,    ioi,   121,  i23,   r2g,   i3i,  17.  i3g,    109,    i63,    167, 

>7T-    >79i    181,  187,   tgi,   ig3,   197,  igg,    io3, m  .  21  I, 

2  sa,  "'7.  i3i,  i5i|  ■  1 ;.  2  »g. 


•ii'i  s  -+-  1,  5,  i3,  17.  ici.  ■•'>.  .'!i.  il  1  •!.  ri-  53,  5g,  61  .  -,7. 

io3,  il",.  i25,  1  "|.  i55,  161,  167,  169,  179,  iqq,  2o3, 
2i5,  22  1 .  223  .  2  13,  23g,   ''1  •"),  ■■>■'{-.  25i .  ■  ig 


i68j 


7,  g,  11,  17 


•a,   ;  1 ,  33,  37 ,  43 ,  I9,  j •  >  <j3 , 
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